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Clairaut, animado do defejo de dar 
alguma demonftraçao pública da ve- 
neração refpeitofa, que a V, EX- 
CELLENCIA confervo, e depro- 
curar-lbe por meio defle reverente 
cbfequio a refpeitavel protecção de 
V. EXCELLENCIA, para que 
ejle meu trabalho mereça em Por- 
tugal a mefina ejlimaçao , que teve 
na França pelo novo, e excellente 
methodo, com que o Author tratou 
cjla matéria. 

Seio as Artes, e Sciencias de- 
vedoras a K EXCELLENCIA 
da gloria, que dofeu conhecido mt- 
çmcnto lhes refalta , procurando 
y. EXCELLENCIA com incefi 
fante cuidado todos os meios, que 
podem contribuir para osfeus pro^ 
greffos, e confequentemente para o 
bem geral Sendo jujlijjimo por cfi 
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te motho , que a V. EXCEL- 
LENCIA fe dedique hum Trata- 
do , que facilita os princípios da- 
qucllas mofinas Artes, c Sclenclas, 
de que V. EXCELLENCIA he 
Illujlre ProtcSíor ; e dlgnando-fe 
V. EXCELLENCIA accitallo 
com aquclla complacência, que lhe 
he natural, fe completará o cbjeSlo 
da minha ambição, tendo a prero- 
gaiiva de concorrer para levar até 
á poflerIdade mais remota o rendi- 
mento , que as Artes, e Sclenclas 
devem ao/eu Mecenas , a bonda- 
de y com que V. EXCELLEN- 
CIA me honra, e afluceridade do 
meu reconhecimento. 

EXCEI.LENTÍSSIMO SENHOR 

Beija a mão de V. EXCEIXENCIA 

Seu irais reverente criado ^ 

Joaquim Carneiro fia Sitvtt, 
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DO  EDITOR. 

Precifarem alguns fogeitos 
de aprender a Geometria por 

hum methodo, que não lhes rou- 
bando grande parte do tempo, 
que para outro eftudo neceífitam j 
lhes dcííè alçnim conhecimento 
delia , foi o principal motivo de 
fe fazer a traducção dos Elemen- 
tos de Geometria de Mr. Clai- 
raut. Feita pois a versão, fe re- 
folveo o publicar-fe, entendendo^ 
fe que fe facilitava a algumas pef- 
foas , que quizeífem aprender a 
Geometria, o meio de fe inftrui- 
rem neíla Sciencia; que todos fa- 
bem deve efte eftudo preceder ao 
de muitas outras , que delia de- 
pendem.  O novo , e excellente 

me- 
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DO EDITOR 

methodo de Mr. Claimut hc di- 
gno da attenção dos que fe dcfti- 
não ao cftndo da Geometria ; pois 
entre os Authores, que trataram 
delia matéria, efte he o que com 
mais brevidade, e mais percepti- 
velmente nos moftrou quanto ha 
de eflencial na Geometria Elemen- 
tar. Quanto ao alíeio da edição 
fe fez o poífivel, para que tam- 
bém ncfta parte foífe digna da ef- 
timacão dos Leitores, e da mate- 
ria ? de que ella trata. 

PRO 
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PROLOGO- 

AINDA que a Geometria fe- 
ja abjftrafta em íi mefma, 

elevemos não obftante conceder 
que as difficuldades , que encon- 
tram aquelles, que a ella fe prin- 
cipiam a applicar, provém as mais 
das vezes do modo, com que ef- 
ta fe enfina nos Elementos ordi- 
nários. Nelles fe principia fempre 
por hum grande numero de defi- 
nições, de poftulados, dè axiomas , 
e de princípios preliminares, que 
parece não promettem fenao cou- 
fas feccas ao Leitor. As propofi- 
çóes, que depois fe fegueni, não 
fixando o efpirito fobre objectos 
mais intereflantes, fendo por ou- 
tra parte difficeis de fe concebe- 
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PROLOGO 

rem , ordinariamente ihccede que 
os Principiantes fe fatigam, e def- 
animam antes de terem alguma 
idéa diftincla do que fe lhes quer 
eníinar. 

He verdade que por evitar ef- 
ta fequidao , naturalmente unida 
ao eftudo da Geometria , cuida- 
ram alguns Anthores em moftrar, 
depois de cada propoliçao eflen- 
cial , o ufo, que delia fe podia 
fazer na prática; porém com ífto 
provam a utilidade da Geometria, 
feni facilitarem muito os meios de 
fc aprender ; porque vindo fem- 
pre as propoíiçóes antes do feu 
ufo , o efpirito não encontra idéas 
feuíiveis, fenão depois de ter fof- 
frido o trabalho de paffar pelas 
idéas abftraclas. 

Al- 
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PROLOGO 

Algumas reflexões, que fiz fo- 
bre a origem da Geometria, me 
deram a efperança de poder evi- 
tar eíles inconvenientes, com reu- 
nir as duas ventagens de interef- 
far, e iiluminar os Principiantes. 
Peniei que aílim efta ? como to- 
das as mais feiencias ,' fe deviam 
ter formado por gráos; que veri- 
fimílmente alguma precisão tinha 
fido a que lhe tinha feito dar os 
primeiros paflòs , e que eftes fe 
não podiam dar fora da capaci- 
dade dos Principiantes , pois que 
eram Principiantes aquelles, que 
os tinham dado. 

Prevenido defta idéa, propuz 
comigo de remontar ao que po- 
dia ter dado nafeimento á Geo- 
metria , e cuidei em moftrar os 
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os tinham dado. 

Prevenido defta idéa, propuz 
comigo de remontar ao que po- 
dia ter dado nafeimento á Geo- 
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feus princípios por hum methodo 
baftantemente natural , para fe po- 
der fuppôr fer o mefmo 5 de que 
ufáram os primeiros Inventores, 
procurando fempre de evitar to- 
das as falfas tentativas, que elles 
ncccflariamente fariam. 

A medição dos Terrenos me 
pareceo fer o mais próprio que 
havia para dar nafcimcnto ás pri- 
meiras propofições da Geometria, 
o que com effeito he a origem 
deita Sciencia, pois que Geome- 
tria fignifica medição de Terreno. 
Pretendem alguns Authores 3 que 
vendo os Egypcios continuada- 
mente os limites das fuás heran- 
ças dcftruidos pelas inundações do 
Nilo, deitaram os primeiros fun- 
damentos da Geometria, procu- 
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rando os meios de fe fcgurarem 
exactamente das fituaçóes , da ex- 
tensão, e da figura1 dos feus do- 
mínios. Porém quando nao nos 
conforma (Temos com eftesAutho- 
res, ao menos nao fe poderá du- 
vidar que defde os primeiros tem- 
pos os homens não procura/Tem 
methodos para medir, e repartir 
as fuás Terras. Querendo depois 
aperfeiçoar eftes methodos, as in- 
veítigações particulares os condu- 
ziram pouco a pouco a inveítíga- 
coes geraes; c tendo comíigo pro- 
pollo de faber a relação exadla 
entre toda a forte de grandezas, 
formaram huma Sciencia de hum 
objeíto muito mais vaílo , do que 
aquelle, que no principio tinham 
abraçado ,   á qual   nao  obftante 
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conferváram o nome, que lhe ti- 
nham dado na fua origem. 

A fim de feguir nefta Obra 
hum caminho femelhante ao dos 
Inventores, applico-me primeira- 
mente a fazer defcubrir aos Prin- 
cipiantes os princípios , de que 
pode depender a fimples medição 
dos Terrenos, e das diftancias ac- 
ceííiveis, e inacceffiveis, &c. dalli 
paffo a outras inveftigaçóes, que 
tem tal analogia com as primei- 
ras , que a curiofidade, que he na- 
tural a todos os homens, os con- 
duz a deterem-fe nellas; e juftifi- 
cando depois efía curiofidade com 
algumas applicaçoes úteis, venho 
a fazellos difcorrer por quanto ha 
de intereíTante na Geometria ele- 
mentar. 

Pa- 

r^- 

PROLOGO 

conferváram o nome, que lhe ti- 
nham dado na fua origem. 

A fim de feguir nefta Obra 
hum caminho femelhante ao dos 
Inventores, applico-me primeira- 
mente a fazer defcubrir aos Prin- 
cipiantes os princípios , de que 
pode depender a fimples medição 
dos Terrenos, e das diftancias ac- 
ceííiveis, e inacceffiveis, &c. dalli 
paffo a outras inveftigaçóes, que 
tem tal analogia com as primei- 
ras , que a curiofidade, que he na- 
tural a todos os homens, os con- 
duz a deterem-fe nellas; e juftifi- 
cando depois efía curiofidade com 
algumas applicaçoes úteis, venho 
a fazellos difcorrer por quanto ha 
de intereíTante na Geometria ele- 
mentar. 

Pa- 

PROLOGO 

conferváram o nome, que lhe ti- 
nham dado na fua origem. 

A fim de feguir nefta Obra 
hum caminho femelhante ao dos 
Inventores, applico-me primeira- 
mente a fazer defcubrir aos Prin- 
cipiantes os princípios , de que 
pode depender a fimples medição 
dos Terrenos, e das diftancias ac- 
ceííiveis, e inacceffiveis, &c. dalli 
paffo a outras inveftigaçóes, que 
tem tal analogia com as primei- 
ras , que a curiofidade, que he na- 
tural a todos os homens, os con- 
duz a deterem-fe nellas; e juftifi- 
cando depois efía curiofidade com 
algumas applicaçoes úteis, venho 
a fazellos difcorrer por quanto ha 
de intereíTante na Geometria ele- 
mentar. 

Pa- 

PROLOGO 

conferváram o nome, que lhe ti- 
nham dado na fua origem. 

A fim de feguir nefta Obra 
hum caminho femelhante ao dos 
Inventores, applico-me primeira- 
mente a fazer defcubrir aos Prin- 
cipiantes os princípios , de que 
pode depender a fimples medição 
dos Terrenos, e das diftancias ac- 
ceííiveis, e inacceffiveis, &c. dalli 
paffo a outras inveftigaçóes, que 
tem tal analogia com as primei- 
ras , que a curiofidade, que he na- 
tural a todos os homens, os con- 
duz a deterem-fe nellas; e juftifi- 
cando depois efía curiofidade com 
algumas applicaçoes úteis, venho 
a fazellos difcorrer por quanto ha 
de intereíTante na Geometria ele- 
mentar. 

Pa- 



PROLOGO 

Parece-me que não haverá du- 
vida fobre fer efte methodo ao me- 
nos próprio para excitar aquelles, 
que poderão eftar defanimados com 
as verdades feccas da Geometria, 
fem ferem applicadas a coufa al- 
guma j antes efpero que nelle ha- 
verá também huma utilidade ain- 
da mais importante, que he o cof- 
tumar o efpirito a procurar, e a 
defeubrir , porque eu evito cui- 
dadofamente de dar alguma pro- 
pofiçao debaixo da forma de theo- 
remas, ifto he, daquellas propo- 
fiçoes, onde fe demonítra que e£- 
ta, ou aquella verdade o he, fem 
moftrar como ella fe veio a def- 
eubrir. 

Se os primeiros Authores das 
Mathematicas aprefentáram osfeus 
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defcubrimentos com theoremas ? 
foi fem dúvida para darem hum 
ar mais maravilhofo ás fuás pro- 
ducções j ou por evitar o traba- 
lho de tornarem a feguir as idéas, 
que nos feus defcubrimentos os 
tinham conduzido. Seja o que for, 
pareceo-me muito mais a propo- 
iito o occupar continuadamente os 
meus Leitores a refolver Proble- 
mas , ifto he, a procurar os meios 
de fazer alguma operação, ou a 
defeubrir alguma verdade incógni- 
ta , determinando a relação que 
ha entre as grandezas dadas, e as 
grandezas defeonhecidas , que fe 
querem achar. Seguindo os Prin- 
cipiantes efte caminho, percebem 
a cada paíTo ,• que fe lhes faz dar, 
a razão, pela qual fe conduz o 
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Inventor, eaffim podem mais fa- 
cilmente adquirir o efpirito de in- 
venção. 

Talvez fc me notará em al- 
guns lugares deíles Elementos de 
me íhjeitar demaziadamente ao 
que os olhos me fazem ver, e de 
não feguir baftantemente a exac- 
cão nVoroía das demonflxacoes» 
Peço aos que fobre ifto me pode- 
riam criticar , queiram obfervar, 
que eu não paflb levemente fenão 
as propoíições , cuja verdade fe 
defcobre , por pouco que nellas 
fe faca reflexão, Ufo defte modo 
maiorrnentc nos principios, onde 
fe encontram mais.a miúdo as pro- 
poíições defte género 5 porque te- 
nho notado , que aqueiles ? que 
tinham difpofieao para a Geome- 
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tria , faziam gofto de exercitar al- 
guma coufa o feu efpirito; e que 
pelo contrario fe defanimavam y 

quando eram opprimidos com de- 
monftrações , por aílim dizer, in- 
úteis. 

Tome Euclides o trabalho de 
demonftrar , que dous círculos, 
que fe cortam, não tem ambos o 
meímo centro; que hum triangu- 
lo comprehendido em outro, tem 
a íbmma dos feus lados menor do 
que a dos lados do triangulo ? em 
queelle eítá comprehendido, que 
diílo nos não admiraremos. Efte 
Gcometra tinha para convencer a 
Sofiftas obftinados, que punham 
a fua gloria em negar as mais evi- 
dentes verdades: era pois precifo 
que naquelle tempo tiveffc a Geo- 

me- 

mm^^^^^mmmmmm 

PROLOGO 

tria , faziam gofto de exercitar al- 
guma coufa o feu efpirito; e que 
pelo contrario fe defanimavam y 
quando eram opprimidos com de- 
monítrações, por affim dizer, in- 
úteis. 

Tome Euclides o trabalho de 
demonftrar , que dous círculos, 
que fe cortam, não tem ambos o 
mefmo centro; que hum triangu- 
lo comprehendido em outro, tem 
a íbmma dos feus lados menor do 
que a dos lados do triangulo, em 
que elle eítá comprehendido , que 
diílo nos não admiraremos. Efte 
Gcomcira tinha para convencer a 
Sofiftas obftinados, que punham 
a fua gloria em negar as mais evi- 
dentes verdades: era pois precifo 
que naquelle tempo tiveffc a Geo- 

me- 

PROLOGO 

tria , faziam gofto de exercitar al- 
guma coufa o feu efpirito; e que 
pelo contrario fe defanimavam y 
quando eram opprimidos com de- 
monítrações, por affim dizer, in- 
úteis. 

Tome Euclides o trabalho de 
demonftrar , que dous círculos, 
que fe cortam, não tem ambos o 
mefmo centro; que hum triangu- 
lo comprehendido em outro, tem 
a íbmma dos feus lados menor do 
que a dos lados do triangulo, em 
que elle eítá comprehendido , que 
diílo nos não admiraremos. Efte 
Gcomcira tinha para convencer a 
Sofiftas obftinados, que punham 
a fua gloria em negar as mais evi- 
dentes verdades: era pois precifo 
que naquelle tempo tiveffc a Geo- 

me- 

PROLOGO 

tria , faziam gofto de exercitar al- 
guma coufa o feu efpirito; e que 
pelo contrario fe defanimavam y 
quando eram opprimidos com de- 
monítrações, por affim dizer, in- 
úteis. 

Tome Euclides o trabalho de 
demonftrar , que dous círculos, 
que fe cortam, não tem ambos o 
mefmo centro; que hum triangu- 
lo comprehendido em outro, tem 
a íbmma dos feus lados menor do 
que a dos lados do triangulo, em 
que elle eítá comprehendido , que 
diílo nos não admiraremos. Efte 
Gcomcira tinha para convencer a 
Sofiftas obftinados, que punham 
a fua gloria em negar as mais evi- 
dentes verdades: era pois precifo 
que naquelle tempo tiveffc a Geo- 

me- 



PROLOGO 

metria , como tem a Lógica, o 
foccorro dos raciocínios em forma 
para tapar a boca a quem a qui- 
zefTe contrariar. Porém as coufas 
mudaram de face. Todo o difcur- 
fo, que fe faz fobre aquillo, que 
a boa razão por II fó anticipada- 
mente decide , fe tem hoje por 
pura perda , e não he próprio fe- 
não para obfcurecer a verdade , e 
defgoílar os Leitores. 

Outra coufa, que fe me po- 
deria notar, feria o ter eu omitti- 
do differentes propofiçóes , que 
acham lugar nos Elementos ordi- 
nários; e de me contentar, quan- 
do trato das proporções, de dav 
fomente os princípios fundamen- 
taes delias. 

Ao que refpondo, que nefte 
B ii Tra- 
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Tratado fe acha tudo p que he ne- 
ceílario para completar o meu pro- 
je&o; que as propofições, que eu 
omitto, saoaqucllas, que não po- 
dem fer de alguma utilidade por 
fi meímas; e além difto não con- 
tribuiriam para facilitar a intelli- 
gencia daquellas , de que impor- 
ta fer inftruido ; que a refpeito 
das proporções o que eu delias di- 
go he fufficiente para dar a en- 
tender as propofições elementares, 
que as fuppõem. He efta huma 
matéria , de que tratarei funda- 
mentalmente nos Elementos de 
Álgebra, que depois publicarei. 

Em fim, tendo eu efeolhido 
a medição dos Terrenos para in- 
tereílar os Principiantes, não de- 
vo temer que alguns confundam 

ef- 
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PROLOGO 

eftes Elementos com os Tratados 
ordinários de Medição ? Efte pen- 
lamento fó o podem ter aqueíles, 
que não confiderarem que a me- 
dição dos Terrenos não he o ver- 
dadeiro objeâo defte Livro ; po- 
rém que eíla me ferve íòmente de 
motivo para fazer defcubrir as prin- 
cipaes verdades Geométricas. Eu 
podia da mefma forte remontar a 
eílas verdades, fazendo a Hiílo- 
ria da Fyííca , da Aftronomia , ou 
de qualquer outra parte das Ma- 
thematicas, que eu quizefle efco- 
lher; porém então a multiplicida- 
de de idéas eftranhas, nas quaes 
feria necelTario occupar-fe , te- 
ria como foíFocado as idéas Geo- 
métricas , nas quaes eu fomente 
devia fixar o efpirito do Leitor. 
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ELEMENTOS 

GEOMETRIA. 
'LI.MWlUllliimf.LrT 

PARTE PRIMEIRA. 
Dos meios, de que era mais natural 

fe iijajfe y para fe chegar d me- 
dição dos Terrenos. 

tancias. 

QUE parece que primeira- 
mente fe mediria , são os 
comprimentos ,   e   as  dif- 

I. 
Para fe medir qualquer compri- 

mento que feja, o expediente ? que 
nos fubminiftra huma forte de Geo- 
metria natural ? hc o de comparar* o 

com- 
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comprimento de huma medida co- 
nhecida com a medida do compri- 
mento, que fc quer faber. 

II. 

A Hniia re- A refpeito da diítancia , vemos 
cul-ta " que para íe medir aquella, que ha 
deiiumpoiv entre dous pontos, hc ncceíTario ti- 
e porconfe- rar huma linha recta de hum a ou- 
queneja he tro ponto, e que fobre efta re&a hc 
a medida d;l L r . r

L *. i 
diftanciB en- que ic preeiía trazer a medida co- 
tre dous r5" nhecida ; porque todas as outras li- 

nhas, tendo neceiíariamente algum 
defyio maior , ou menor, são mais 
compridas do que a linha rectà , 
que não tem defvio algum. 

III. 

XST. i. Além da neccííídade de medir a 
diílancia de hum ponto a outro', fucr 
cede muitas vezes que fomos tam- 
bém obrigados a medir a diílancia 
de hum ponto a huma linha. Hum 
homem , por exemplo, poíto na mar- 
gem de hum rio cinD, (Eftampa i, 

Fi- 
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DE GEOMETJMA. P. L      3 
Figura i.) quer faber a diítancía que EST. r. 
ha do lugar ? cm que cllc cfta , á 
outra margem oppofta AB. Bem fe 
vê que ncftc cafo, para medir a dif- 
taneia que fequer, heprecifo tomar 
amais curta de todas as linhas reclas 
DA, DB, &c. que fc podem tirar do 
ponto D fobre a recta AB. Ora hc 
fácil de ver, que cfta linha a mais 
curta, de que precifamos, hc a li- 
nha DC, que fuppomos não pender 
nem para a parte de A, nem para 
a de B, Sobre eira linha pois , á 
qual fc deo o nome de perpendicu- Huma liniia, 
i i r • r <!"- cabe f°~ lar, hc que 1c precua trazer a me- llre outraj 
dida conhecida para podermos ter a jfm i1cmlec 

diitanciaDC, que ha entre o ponto para B|SUina 
D, c a re£la AB.  Mas também ve- i,arte»,.he 

mos,  que  para  íc por cita medida iar a eft.» u- 
fobre a linha DC, hc precifo que cfta "lir1, 

linha fetire antes de tudo: logo era 
ncceíTarío que houvcíTe hum metho- 
do para traçar perpendiculares. 

IV. 
Havia também precisão   de as 

tra- 
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DE GEOMETRIA. P. I.      5* 
do na linha AB, fe quizer levantar E S T. r. 
a linha CD perpendicular aAB, fc- J££££ 
rá ncceíTario que cfta linha não pen- perpemiicu- 
da para A, nem para B. 

Suppondo-fe pois que C efteja 
igualmente diftante de A, c de B, 
c que a recla CD não penda para 
alguma parte ? claro eftá que cada 
hum dos pontos deita linha cítara' 
igualmente diftante de A, como de 
B ; aíTnn nao faltará mais do que 
procurar hum ponto qualquer como 
D , de forte que efteja cm igual 
diftancia de A5 e de B j porque 
conduzindo pelo ponto C, e por efte 
ponto D huma linha re£ta CD, fe- 
ra cíla a perpendicular pedida. 

Para fc achar o ponto D, talvez 
que por tentativas fc confeguhTe; po- 
rém efte modo nao fatisfaz o efpiri- 
tOj elle quer hum methodo, que o 
illumine. Ei-Io aqui. 

Tomareis huma medida commua, 
huma corda> por exemplo, ou hum 
compaíTo com huma abertura deter- 

mi- 
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6 ELEMENTOS 

EST. i. minada, fcgundo o cm que vós tra- 
■ balhardes, ou fobre terreno, ou íb- 

bre papel. 
Tomada cila medida , fixareis no 

ponto A a extremidade da corda, 
ou a ponta do compaflò; c fazendo 
gyrar a outra ponta, ou a extremida- 
de da corda, traçareis o arco PDM. 
(Flg.ç.) Depois, fem mudar de me- 
dida , obrareis da mcíma forte rcC- 
peito ao ponto B, e deferevereis o 
arco QDN, o qual cortando o pri- 
meiro arco cm D , dará o ponto 
procurado. ' 

Porque o ponto D pertencerá 
igualmente aos dons arcos PDM, 
QDN deícritos por meio de huma 
medida commua, a fua diftancia ao 
ponto A íerá igual á que ha ao pon- 
to B. Aflim CD não penderá para 
A, nem para B: logo cita linha fe- 
ra perpendicular fobre AB. 

Se o ponto C fe não achar em 
igual diftancia de A , e de B, fera 
neceffario tomar-outros dous pontos 
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DE GEOMETRIA. P. I.     7 
a , c b igualmente diftantes de C, EST. I. 
c fervir-vos dclles em lugar de A, 
c de B ,  para deferever os arcos 
PDM, QDN. 

VI. 

Sehtim dos traços PDM forcou- ocircuJohe 
tinuado por O ? E, R, &c. (Fig. 4.) te}ro", que 
are  que venha ao mcímo ponto P, deílreve a, 

í r     1 % ponta movei 
cite gyro inteiro ie chamara circum- tte bum Cõ- 
ferencia do circulo, ou fimplesmen- P:,fl'° *  w ' -t r:m Jo  a ro- 
tC CirCIllo. da  da outra 

Traçando-fc fomente hnma par- P°llta- 
te PDM da circuinferência , cíia par- 
te fe chamará arco de circulo. 

O pontO  ÍIXO A  fdl Centro,  OU O centro lie 
, . 1 o inçar da centro ao circulo. ponta rixa. 

E o intervallo AD o feu radio. 
Toda a linha 7 comoDAE, que o radio he 

paíla pelo centro A y c que fc termi- °as"
u

r
eò„tas

0 

na na circumfercncia, chama-fc dia- do compat- 
metro; hcevidente que cita linha hc ò"diâmetro 
dupla do radio , donde vem que o h* ° **«> 
radio fe chama as vezes femidiame- 
tro. 

O 
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S ELEMENTOS 
EST. i. 

VIL 

O modo de levantar huma per- 
pendicular de hnma linha AB (Fig.6.) 

Modo d« a- nos eníina o de abaixar fobre cila Im- 
baixar huma i ■      ■        1 , 
rerpemiku- ma perpcnaiciilar de qualquer ponto 
^ E, tomado fora da me fina linha; por- 

que pondo em E a extremidade de 
hum fio, ou a ponta do compaflò, e 
com o mefmo intcrvallo E b íinalan- 
do dous pontos a, e b fobre a linha 
AB, fe procurará, como no Artigo 
precedente, outro ponto D, a diftan- 
cia do qual ao ponto a, e ao ponto b 
feja a mefma; e por eltc ponto D, 
epelo ponto E fc tirará a recta DE, 
que tendo cada huma das íius extre- 
midades igualmente diíbntes de a, 
c de £, e não pendendo mais para 
hum dç&cs pontos do que para o ou- 
tro , ferá perpendicular fobre AB. 

VIII 

Da operação precedente fefeguc 
a folução de hum novo Problema. 

Tra- 
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VIII 
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a folução de hum novo Problema. 
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DE GEOMETRIA. P. I.     <? 
Tratando-fe de dividir hnma li- EST. I. 

nha reftaAB (Fig. y) em duas par- Sia
h* 

tes iguaes; dos pontos A, e B, to- «fcai partes 
mados  como centros , e com qual- 
quer abertura de compaílb, fc def- 
crevam os arcos RET, GEF, c de- 
pois dos mcímos centros, e com a 
meíina, ou qualquer outra abertura 
que fe queira , fc deferevam também 
os arcos PDM , QPN; e então a 
linha ED, que pafíará pelos pontos 
das fecções E , e D , dividirá AB 
cm duas partes iguaes no ponto C. 

IX. 

Tendo-fc achado o modo de tra- 
çar  as perpendiculares y  nada  era 
mais fácil do que fcrvir~fc dcllc pa- 
ra conítruir as figuras chamadas re- 
ctângulos , das quacs fc fallou no 
Artigo IV.   Bem fe vc ,  que para confim* 
conítruir   hum   quadrado   ABCD , ^''fXchâ 
(Fig. 2.) que tenha os lados iguaes lado d^°- 
á linha dada K , he precifo tomar 
fobre  a  linha GE  hum intervallo 

AB, 
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io ELEMENTOS 

EST. I. AR , igual a K , depois levantar 
(Artigo V.) dos pontos A, c B as 
perpendiculares AD, BC, que feja 
cada hnma igual a K, c depois ti- 
rar DG v A. 

Fazer hum 
rectângulo, Qucrendo-fc traçar hum rc&an- 
<!o qual   fé- glllo FGHI,   (Fig.   3.) Clljo COITlpri- 

£X-° ™en.t0 hfc K» 'C a largura L, far- 
to, e a lar- íe-hia FG igual a K , depois fe lc- 
sura' vantariam as perpendiculares FI, e 

GH cada huma igual aL, c depois 
fe tiraria HL     ,rT 

Na conftrucçáo das obras, como 
parapeitos, canaes, ruas, &c. hc ne- 

AS paraiie-  ccilario tirar linhas paraílelas, ifto 
li".-"impré ne ? linhas a poíição das quacs feja 
ipuaimente  tal, que os feus intcrvallos tenham 
tiiltaiues lm- 1 ... 
mas tias ou- Por tt>da a parre por medida per- 

pendiculares do mefmo comprimen- 
to. Ora para tirar citas paraílelas, 
parccc-mc que não ha coma mais 
natural, do que recorrer ao metho- 
do, de que nos fervi mos para tra- 

çar 

trás. 
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DE GEOMETRIA. P. I.    n 
çar rectângulos.   Seja AB, (Fig. 8.) EST, I* 
por exemplo ,  hum dos lados de 
hum canal, ou de hum parapeito, 
&c. ao qual fc quízeífe dar a largu- 
ra CA5 ou, por exprimir a queftão 
de outro modo mais geométrico, e 
mais geral, fupponhamos que fc quei- 
ra conduzir porC a parallelaCD a Tirar humi 
AB: tomar-fe-ha á vontade hum pon- Eíí^i 
to , como B , na linha AB ,  e fc por hum 
Obrará do mcfmo modo que  fc fa- ponto dad0'- 
ria, fe tendo a bafe AB, fe quize£- 
fc fazer hum reclangulo ABGD, que 
tiveífe AG por altura. Então as li- 
nhas CD ,  AB ,  fc foíTem infinita- 
mente  produzidas , feriam  fempre 
parallelas, ou, que vem afer omef* 
mo, nunca fe encontrariam. 

XII. 

Pondo-fc a regularidade das fi- 
guras rectangulares muitas vezes em 
execução, como diíTemos, ha mui- 
tos caíòs, cm que hc neccílario faber 
a lua extensão. Tratar-fe-ha, por 

G exem- 
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12 ELEMENTOS 

EST. i. exemplo, de determinar quanto hc 
precifo detapeceria para huma fala ; 
ou quantas braças quadradas conte- 
rá hum terreno murado em forma 
de hum reclangulo, &c. 

Bem fe conhece , que para fe 
chegar acíhfortc de determinações, 
o meio mais ílmplcs , e mais natu- 
ral lie de nos fervirmos de huma me- 
dida commua, queapplicada muitas 
vezes fobre a fuperfícic ? que ha para 
medir , a cubra inteiramente : mc- 
thodo, que vem a fer o mcfmo, que 
já fer vi o para determinar o compri- 
mento das linhas. 

Ora hc evidente que a medida 
ordinária das ftiperficics deve fer cm 
ÍI meíma huma fupcrficic , por ex- 
emplo, a de huma braça quadrada, 
de hum pé quadrado , &c. Aílim 
medir hum reclangulo, hc determi- 
nar o numero de braças quadradas, 
ou de pés quadrados, &c. que a íua 
iuperfície contém. 

Pouliamos hum exemplo para il- 
lu- 
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DE GEOMETRIA. P. I.    13 
luminar o entendimento. Supponha- EST. I. 
mos que o reclangtilo dado ABGD 
(Fig. 9.) tenha 7 palmos de altura 
Cobre Iiuma bafe de 8 palmos ; po- 
der- íc-ha coníiderar cite rcclangulo 
como repartido cm fete bandas , «, 
bjC7d7ejf)gjC que cada huma 
contenha 8 palmos quadrados : fera 
pois o valor do rcclangulo 1b te ve- 
7.cs 8 palmos quadrados y ou 56 pal- 
mos quadrados. 

Se agora nos lembrarmos dos 
primeiros elementos do calculo Ari- 
thmetico, que multiplicar dous nú- 
meros hc tomar hum tantas vezes, 
como a unidade fe contém no ou- 
tro, achar-ic-ha huma perfeita ana- 
logia entre a multiplicação ordiná- 
ria , c a operação, pela qual fc me- 
de o rcclangulo. Ver íe-ha que mui- A medida <fc 
.«.■i*        j ii hum rcctaii- tipiicancto o numero de braças, ou ruJo lie 0 
de palmos, &c. que tiver a fna ai- i,iotf««o * 

1 11 lua l>iiTe pela 
tura , pelo numero de braças ,  ou çm altura» 
palmos, que der a fua bafe, fc de- 
terminará   a quantidade de  braças 

C ii qua- 
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i4 ELEMENTOS 

EST. i.   quadradas , ou de palmos quadra- 
dos, que contiver a íua fuperficie. 

XIII. 

As figuras, que ha para medir ? 
nao são fempre regulares , como o 
são os rectângulos; c não obftantc if- 
to, hc muitas vezes ncceílario ter a 
fuá medida: humas vezes lerá precifo 
faber a extensão de huma obra con- 
ítruida fobre hum terreno falto de 
regularidade ; outras fe quererá fa- 
ber o que hum terreno irregular- 
mente limitado conterá de braças 
quadradas : era pois neceíTario que 
ao methodo de determinar a exten- 
são dos rectângulos fc ajuntaffe c de 
medir as figuras , que não são re- 
ctangulares. 

Figuras re- Vemos logo que na prática a dif- 
Aiíiueu são fícllidade não eítá fenão na medição 
aqucila?, qu2 ,  . J 

feteimiimni das figuras rectilíneas ,  tacs como 
Sbí*"  ABCDE, (Fig. ic.) ifto hc das fi- 

guras terminadas por linhas re&as; 
porque fe no contorno de hum ter- 

rc- 
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DE GEOMETRIA. P. I.    i? 
reno fc acham algumas linhas cur-EST. r. 
vas , como na figura ABCDEFG, 
(Fig. II.) he evidente que citas li- 
nhas repartidas cm tantas partes, 
quantas forem ncccíTarias para evi- 
tar todo o erro feníivcl, fe poderáò 
fempre tomar por hum ajuntamento 
de linhas rcílas. 

Iílo fuppoíto, vê-fe que não ob- 
ítante a infinita variedade de figuras 
reclilincas ,  todas  fc podem medir 
do mcfmo modo_, repartindo-as cm 
figuras de tres lados, chamadas or- o triangulo 
dinariamente triângulos ;   o que fc JHra

h"é™2" 
fará da maneira a mais íimplcs , c a «ada por 
mais com moda , fc de qualquer pon- ^aJ"lha* 
to A (Fíg.  io.) do contorno da fi- 
gura ÁBCDE   fe tirarem as linhas 
rectas AC,AD, &c. aos pontos C, 
D? &c. 

XIV. 

Logo não ferá precifo fenáo ter 
a medida dos triângulos, que íc ti- 
Ycrcm  formado.   Ora  fabc-fe,  que 

pa- 
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i6 ELEMENTOS 
EST.   I. 

A diagonal 
de hum re- 
&anLrçulo lie 
a liíiha, que 
o reparte em 
dons triân- 
gulos íguacs. 

Os  triângu- 
los rectân- 
gulos ylio a- 
quellex, que 
tem deus 
dos feas la- 
dos perpen- 
diculares 
hum ac ou- 
tro. 

para fe achar o que fe ignora , o 
meio mais feguro hc de procurar fe 
nas coufas , de que teinos conheci- 
mento , ha alguma , que fe confor- 
me com o que fe quer faber ; c já 
ic tem vifto que todo o rectângu- 
lo ABCD (Fig. 12.) hc igual ao 
produ&o da fna bafe AB pela fua 
altura CB. Demais hc fácil de per- 
ceber, que cita figura cortada trank 
verfaímente pela linha AG, chama- 
da diagonal , fe acha repartida em 
dons triângulos iguaes ; do que fe 
infere , que cada hum deftes triân- 
gulos igualará a metade do produ- 
to da fua bafe AB , ou CD pela 
fua altura CB, ou DA. 

Hc verdade que quaíi nunca fuc- 
cede que os triângulos, que ha pa- 
ra medir, tenham dons dos feus la- 
dos perpendiculares hum ao outro, 
como os triângulos ABC, ADC, cha- 
mados triângulos rectângulos; porém 
nada impede que fe nío poífam redu- 
zir todos a triângulos deita cfpecie. 

Por- 
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DF, GEOMETRIA. P. I.    1.7 
Porque íc do ponto A, (Eítam- EST. II. 

pa II. Fig. 1.) vértice de hum trian- 
gulo qualquer ABC , fe abaixar a 
perpendicularAD fobre a bafe BC, 
o triangulo ABC fc achará reparti- 
do em dons triângulos reclangulos 
ABD, ADC. 

Tornando pois ao que diíTemos, 
hc evidente, que como os dons triân- 
gulos ADB, ADC íerão ametades 
dos  reclangulos AEBD ,  ADCF , 
o triangulo propoíto ABC fera da H|«" trinn- 
merma forte ametade do refrangido Staíí L 
EBCF , que terá BC por bafe , c Ill,,n reaan- 
AD por altura; c como a fuperlieie S» a mèr- 
do rectângulo EBCF igualarei opro-inabafe>eíl 

duelo da altura EB , ou AD  pela ía. "" a 

bafe BC, o triangulo ABC terá por Logo a rua 
medida  a metade do  produ&o da Tm^do 
bafe BC pela perpendicular AD ai- proUuao da 
tura do triangulo. *»*££■ 

Temos pois o modo de medir 
todos os terrenos terminados por li- 
nhas reclas , pois que fc não acha 
algum ? que fe nao poífa reduzir a 

tri- 
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i8 ELEMENTOS 

. EST. ii. triângulos , c que dos vértices def- 
tes triângulos fe fabe abaixar per-i 
pendiculares fobre as fuás bafes, 

XV. 

Do qne dííTcmos no precedente 
methodo, que para medir os terre- 
nos, ou as fuperficies dos triângulos 
bailava fomente fervír-fc das fuás ba- 
fes, e das fuás alturas, fem atten- 
der ao comprimento dos feus lados, 
fe tira  eira proporção , ou theorc-i 

os triangu- ma, que todos os triângulos, como 
ftJE.7 ECB, (Fig. 2.) AGB, que tem hn- 
tura, e a  ma bafe commua CB, c cujas alturas 
temTífuplS. ^? AD s^° iguaes, tem a mefma 
iicks iguaes. íiiperficie. 

V XVI. 
Para facilitar a intclligcncia do 

principio, que da a medida dos triân- 
gulos , entendemos que não devía- 
mos efeolher por bafe fenao hum la- 
do, fobre o qual pudcílccahir a per- 
pendicular abaixada do vértice op- 
pofto, o que fempre fcpóde fazer, 

quan- 
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quando fomente fetrata da medição EST. if* 
dos terrenos. Mas porque na com- 
paração dos triângulos , que tem a 
mefma bafe, as perpendiculares abai- 
xadas dos feus vértices podem cahir 
fora do triangulo , como na Figu- 
ra 3 , parece que feja neceflario ver 
fe os triângulos , tacs como BCG, 
eílam no caio dos outros; ifto hc fe 
ellcs são fempre a metade do rcdlan- 
guloECBF, qne tem a perpendicu- 
lar GH por altura. 

Hc fácil o certificar-fe difto , no- 
tando que o triangulo CGH, fom- 
ma dos dous triângulos CGB, GBH, 
he a metade do rc&angnlo ECHG ? 
foxnma dos dous refrangidos ECBF, 
FBHG; e que aflim os dons triângu- 
los CGB, GBH valem ambos jun- 
tos a metade do rectângulo ECHG. 
Ora o triangulo GBH hc metade 
do rectângulo FBHG: logo o trian- 
gulo propoílo BCG hc metade do 
outro rectângulo ECBF ? que tem 
J3C por bafe3 c GH por altura. 

A 
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2o ELEMENTOS 

XVH. 

A  propoíição dcmonftrada   nos 
trcs Artigos precedentes tambern fc 
pode expor geralmente neftes ter- 

o$ triangu- mos : Os triângulos EBC, (Fig. 4.) 
ÍSeK ABC >  GBG Sã° ÍSliaCS 5 <JUand° el~ 
fc, e eftam lés tem huma bafe commua BC, c 
mefina^pa- *lIlcc^am entrc as mefmas parallclas 
raiieias, são EAG y CBH, ifto he, quando os feas 
%Sc£" verticcs E, A, G cftam cm huma 

tnefma linha recta EAG , parallela 
á rc£ta CB , porque então (Artigo 
XI) as íuas alturas medidas pelas 
perpendiculares EF7 AD? Qll são 
as mefmas. 

XVIII 

Entre as differentes figuras redli- 
líneas, que fe fabem medir pelo me- 
thodo precedente ? ha algumas, que 
fe approximam á regularidade dos 
rectângulos, que são os cfpaços tacs 
como ABCD (Fig. 5.) terminados 
por quatro lados 7 dos quaes cada 

hum 
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DE GEOMETRIA. P. I.    u 
Iium hc parallcío ao lado ,  que lhe EST. n. 
cftá Oppofto.   EftaS figuras fc chamão Osparallelo- 
parallclogramos ; clías são mais fa- g^f 
ccis de medir , do que as outras fi- quatro ia- 
guras  re&ilineas ,  exceptuando   os 0f ^"^t 
rectângulos ; porque repartindo o pa- porto* são 
rallclogramo ABCD cm dous trian- Paralleos' 
giilosÀBCjACD, eftes dous triân- 
gulos ferao vifivelmente iguacs: ora 
como cada hum deites triângulos va- 
lerá a metade do produeto da fua al- 
tura AF pela bafe BC, o parallcío- Medem-fc, 

r i • j 1    n,     multtphcan- gramo tera por medida  o proclucto do oproJll- 
inteiro da bafe BC pela altura AF. a<> da rua 1 bafe pela fua 

XIX. altura- 

Do que fc fegue, que todos os 
parallelogramos ABCD, (Fig. 6. ou oipawiíeio- 
7.) EBCF, que tiverem huma bafe g—J^ 
commua, c eftiverem entre as mef- bafe «.m- 
mas paraiWas, feráo iguacs; o que "^ 'n

q
t"* 

he fácil de ver ainda independente- » "»<"««* 
mente do que precede, notando que l5o jguaes 
o parallelogramo ABCD fe mudará em fupeni- 
no parallelogramo EBCF, ajuntan- C1 

do- 
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iz ELEMENTOS 

EST. ii. do-fe-llie o triangulo DCF, c tiran- 
do o triangulo ABE da figura intei- 
ra ABCF \ que aUim , fuppondo- 
fe ferem iguacs os dous triângulos 
D CF, ABE, fera evidente que o 
parallelogramo ABCD não terá mu- 
dado de extensão , mudando-fc cm 
EBCF. Ora para nos certificarmos 
da igualdade deites dous triângulos , 
bailará obfervar que AB , c CD, 
fendo parallelas, como também BE, 
e CF , o triangulo ABE não fera 
outra coufa fenão o triangulo DCF, 
que fc terá adiantado , fegundo a 
direeçao da fua bafe, de forte que o 
ponto A terá chegado a D, e E a 
R 

XX. 

Ha também outras figuras recti- 
líneas , que são fáceis de medir, e 

os poiygo-   qne fc chamam polygonos regulares , 
nos   regul.-t-   r r 

r      3 &. S     i     i 
xes são figu- figuras, que ie terminam em lados 
xas termina- iguacs, que todos tem a mcfma in- 
dos íguae5^ clinação hiuis iòbre os outros. Taes 

são 

!t 

S 
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DE GEOMETRIA. P. I.   2,3 
são as figuras ABDEF, ABDEFG, EST. ir. 
ABDEFGH. (Fig. 8,9,010.)      te í11CIí.U- 

Como fc coíhima dar a forma dos mm* r»- 
, bre   os   ou- 

fymmctrica deitas figuras aos tanques, tros. 
aos chafarizes ,  ás praças públicas, 
&c.  parece que antes de as enfinar 
a medir feja precifo ver de que mo- 
do cilas fc traçao. 

XXI. 

Dcfcrcva-fc hutna circumfcrencia 
de circulo; reparta-fc cm tantas par- 
tes igiiacs. quantos forem os lados , 
que fc quizer dar ao polygono; de- 
pois tirem-fe as linhas (Fig. 8.) AB, 
BD , DE, &c. pelos pontos A, B, 
D, E, &c. que dividindo a circum- 
fcrencia , darão o polygono, que lè 
quer , o qual fc chamará  pentago- o pentago- -1 '       . x , no tem j la- 
no , ou hexágono , ou heptagono, d0I>0hexa- 
011 oclocono, ou cneagono, ou de- p»10 6» ° 

o       r 3      s r heptagono cagono, &c. legundo tiver,   lmco, 7)0 oaogo. 
ãn féis, ou fetc, ou oito, ou nove, "0

0^
ocn^ 

OU dcZ, &C. lados. decagonoi» 

Maneira <3o 
defe rever 
hum poly» 
gono,  de 
bum nume- 
ro   determi- 
nado   de l*r 
úos. 

Pa- 
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^4 ELEMENTOS 

XXII. 

Medida da        Para fe ter a medida de hum po~ 
ÍTplr lygono regular, podia-fcitfar dome- 
gono regu-  thodo, que já fe deo (Artigo XIlí.) 

para todas as figuras rectilíneas; po- 
rém  facilmente fc vê, que o mais 
breve hc repartir   o polygono em 
Triângulos iguaes ,  que tenham to- 
dos o centro C (Fig. 10.) por vér- 
tice j e porque tomando hum deites 
triângulos, CBD por exemplo, c ti- 
rando fobre a bafe BD a perpendi- 
cular CIÍ , que então fc chamará o 

o apothúma apothema do polygono, como a área 
ÍCÍÍTÍS do, triangulo valerá o produto da 
xadadocen-bale BD pela metade de CK, eíle 
íobvfSr produeto tomado tantas vezes quan- 
do* feus ia- tas forem os lados do polygono, da- 
dos, ti t      f ' ' ra a área da funira inteira. 

XXIIL 

Repartindo-fe a circumfcrencia 
do circulo em tres partes iguaes, 
fe formaria hum triangulo chamado 

com- 
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DE GEOMETRIA. P. I.   2^ 
commummente triangulo equilátero; EST. ir. 

.     ,      ,,       rt        . 
&        r  l       . O triangulo 

repartmcío-íc eíta circumrcrcncia em equilátero 
quatro partes ieuacs , fc formaria he «q«e»e» 
hum quadrado; porem citas duas n- três lados 
guras as mais fimples de todos  os 't&>Mt- 
polygonos , fc podem facilmente tra- 
çar , ícm que feja ncccíTario recorrer 
á divisão do circulo, como já fc vio 
(Artigo IX.) para o quadrado. Rcf- 
peito ao triangulo equilátero, he fa- Modo <ie 
cil de pcíceber, que para o deferever tr^a„gX ° 
fobre huma bafe dada AB, (Fig. 1 x.) equilátero. 
he ncccíTario que dos pontos A , e 
B , como centros , c com huma aber- 
tura dccompaílb igual aAB, fc tra- 
cem os arcos DCF, c GCH; e que 
depois fe tirem dos pontos A, e B 
as linhas AC,BC ao ponto C, fee- 
ção commua dos dous arcos DCF, 
GCFI, e vértice do triangulo. 

XXIV. 

Ao methodo  de deferever geo- 
metricamente  o triangulo  equiláte- 
ro , e o qiiadrado, que são os primei- 

ros 
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i6 ELEMENTOS 

EST. Ií. ros de todos os polygonos, poderia 
eu ajuntar o de traçar geometrica- 
mente hum pentágono, como muitos 
Authores fizeram nos Elementos, que 
nos deram; mas porque os Principian- 
tes , para quem fomente aqui traba- 
lhamos 3 não perceberiam , fenâo com 
trabalho, o caminho, que o enten- 
dimento devia feguir, procurando a 
maneira de traçar efta figura, cami- 
nho , que a Álgebra nos pác cm ef- 
tado de defeubrir, fera melhor dei- 
xar a deferipção do pentágono para 
o Tratado , que a efte fe feguirá, 
no qual fe ajuntará á deferipção del- 
Je a de todos os mais polygonos , 
que tiverem maior numero de lados, 
que fem o foccorro da Álgebra fe 
não poderiam deferever geometrica- 
mente. 

Dos polygonos , que tem mais 
de linco lados, dos quaes digo que 
não fe podem deferever fenão por 
meio do calculo Algebraico , he pre- 
cifo exceptuar os de 6 , de 12, de 
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24 , de 48, &c. lados; c os de 8, EST. Hí 
de 16 , de 3 2 , de 64, &e. lados, 
que facilmente fe podem deferever 
pelos methodos, que dá a Geome- 
tria elementar, como fe verá no fim, 
deita primeira Parte* 

XXV. 

Torno á medição dos Terrenos $ 
c vejo que aquellcs , que fe querem 
medir, são muiras vezes taes, que 
não admittem as operações, que os 
methodos precedentes preferevem. 

Supponho que ABCDE (Fig. 12.) 
feja afigura de hum campo, de hum 
circuito, &c. do qual fe quererá ter 
a medida. Segundo o que fe tem vif- 
to, feria precifo repartir ABCDE em 
triângulos , como ABC , ACD , 
ADE, e então medir eítes triângu- 
los, depois de ter abaixado as per- 
pendiculares EF, CH, BG; porém 
fe no efpaço ABCDE fe encontra 
algum obítaculo ? huma elevação, 
hum bofque , hum lago ? &c. que 

D im- 
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a8 ELEMENTOS 

EST. li. impede tirarem-fe as linhas, que fc 
precifam, que fe fará então ? que mc- 
thodo íèrá nccelTario feguir para re- 
mediar efte inconveniente do terreno ? 
O methodo , que logo fe aprefenta 
á idéa, he o de efeolher algum ter- 
reno plano, onde fc poda á vonta- 
de trabalhar } e deferever fobre cl- 
le triângulos ignaes, c femelhantes 
aos triângulos ABC , AGD , &c. 
Vejamos como nos haveremos para 
formar os novos triângulos. 

XXVI. 

EST. III. Principiemos , fuppondo que o 
obítaculo fe acha no interior do trian- 
gulo ABC , (Eftampa III. Fig. i.) 

Tendo-re     cujos  lados fcjam  reconhecidos ; c 
reconhecido r 

J , ' 
os três lado» que ie queira traçar hum triangu- 
le hum tri- ]0 igual, c femelhante fobre o ter- 
zer outro,   reiío cfcolhido: defereva-fe hum a Ii- 

r«4i!hCÍCJa nha DE @% *•) 'gnal ao ladoAB, 
e tomando hum cordel  do compra 
mento BC, firmando huma das fuás 
extremidades cmE, fe defereva o 

ar- 
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arcoIFG, do qual fera radio o cor- EST. nfc 
dei; depois por meio de outro cor- 
del igual a AC, do qual fe firmará 
tambcru huma das pontas em D, fe 
Traçará o arco KFH, que cortará o 
primeiro em F; então tirando as li- 
nhas DF, e FE, fe terá o triangulo 
DEF, igual, e femelhante ao trian- 
gulo propofto ABC; o que he evi- 
dente, porque os lados DF, e EF, 
que fe unirão no ponto F , fendo 
refpecYi vãmente ignaes aos lados AC, 
cBC, unidos no ponto C, e a bafe 
DE tendo-fe medido igual a AB, 
não fera poílivel que a poíiçao das 
linhas DF, eEF fobreDE feja diíFe- 
rente da poíiçao das linhas AC, e BC 
fobre AB. He verdade que fe podiam 
tomar as linhas D/, E/ por baixo 
de DE ; porém o triangulo feria o 
melmo, fó feria íimplesmente ás a- 
vms- XXVII. 

Não fendo poíSvel medir fenaò 
dons dos três lados   do  triangulo 

D ii ABC, 
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30 ELEMENTOS 

E ST. m. ABC, (Fig. 3.) por exemplo, os dons 
lados AB, BC, claro cftá que com 
ilto fomente não fe poderia defcre- 
vcr outro triangulo igual , e fcmc- 
lhantc a ABC; porque ainda que fc 
tivcíTe tomado DE, (Fig. 4.) igual 
a BC, (Fig. 3.) c DF igual a BA, 
não fc faberia que pofiçao fe havia 
de dar a DF relativamente a BA. 
Para fe tirar efta difficuldadc, o mo- 
do, que fe aprefenta, hc limplcs : 
da mcíma forte fc faz pender DF fo- 
bre DE, como AB pende fobre BC; 

Hum angulo ou, por exprimir a couía como os Gc- 
h'a\TuT" ometras , ao angulo FDE fc dá a çuode numa 'O 
íinha fobre mcfma abertura, que tem o angulo 
■ outra. ABC< * 

XXVIII. 

Modo defa-       Para fc fazer cfta operação, to- 
zer hum *n* ma.fc mim infírumento tal como a 
guio igual a AII 
outro.        h c comporto de duas regras ? que 

fc 

* Quando hum angulo fe aponta com três le- 
tras, a do meio eftá no vértice do angulo; a pri- 
meira , e a ultima nas extremidades dos lados. 

m 
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fe poíTam mover ao redor do ponto EST. 111. 
b , c fc applicam eíhs regras fobre 
os lados AB, e BC. Deita forte fa- 
zem ellas entre íi o mefmo angulo, 
que fazem os lados AB , e BC. Pon- 
do pois a regra b c fobre a bafe DE 
(Fig. 4.) de forte que o centro b cor- 
refponda ao ponto D, e que a aber- 
tura do inítrumento feja fempre a 
mcfma, a regra a b dará a poUçao 
da linha DF, a qual fará com a li- 
nha DE o angulo FDE igual ao an- 
gulo ABQ Ora a linha DF ter-fe- 
ha tomado do mefmo comprimento 
de AB : logo não faltara mais do 
que tirar de F a E a recla FE para 
fe ter o triangulo FDE inteiramen- 
te igual, c femelhante ao triangulo 
ABC. Prática fimples, pela qual fe 
fuppóe efte principio eWdente 7 que Dados dous 
hum  angulo   hc  determinado   pelo ÍÍdos,' e ° .   ° 1 10 r angulo com- 
compnmento de dous. dos feus lados , prendido, 
c pela abertura delles > ou, que hc ^^ 
o mefmo ,  que hum  triangulo hc minado. 
igual a outro , quando dous dos feus 

*    la- 
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%ir ELEMENTOS 

EST. IH. lados são rcfpc&ivamcnte iguaes, e 
que o angulo comprehendido entre 
eítes lados hc igualmente aberto. 

XXIX. 

Também fe poderia fazer o an- 
gulo FDE (Fig. 6.) igual ao angulo 
ABC (Fig. 5-.) da maneira feguinte. 

Segunda ma-        Jj0 centro B ,  c com qualquer 
neira de fa-  . 11     TI ir ■ T «r hunjatj-intcrvaJlo i5^ deícrevei o arco ah 
guio igual a c .   c do centro D , (Fie.  6.)  e 
outro. r , y   \     o / 

com o meímo intervallo , traçai o 
arco e i /; então não vos faltará 
mais do que procurar hum ponto/, 
que cíleja no arco e if, do mcfmo 
modo que a fc acha no arco c h a. 

hum°roode ^ra v°s ^ac^mcnte achareis o ponto 
circulo hea/, fervindo-vos da recla ac, que, 
%*» %»»do a definiSão ordinária, & clia- 
duas èxtre- mará a corda do arco a h c. 

8 d0 Porque fe do centro e , e com 
hum intervaíio igual a a c defere - 
verdes o arco kfl , a fecção dos 
dons arcos e i f9 kfl vos dará o 
ponto procurado/ 

Ti- 

arco. 

Segunda ma- 
neira de fa- 
zer hum an- 
gulo igual a 
outro. 
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Tirai depois por D, e/ a linha EST. UI. 

D/F, e tereis o anguloFDE igual 
ao angulo ABC. O que he evidente, 
(Artigo XXVI.) pois que os triân- 
gulos B a c , D f e ferão inteira- 
mente iguacs, e femelhantes em to- 
das as fuás partes. 

XXX. 
Sc quando fe quer fazer o trian- 

gulo FDE (Fig. 4.) igual ao trian- 
gulo ABC ,   (Fig. 3.) fuecede que 
fc não pôde medir fenáo hum dos la- 
dos , BC por exemplo ,  recorre-fe uous angu. 
aos ângulos ABC, e ACB. Tendo ,^0' d

e
et£_m 

feito DE igual a BC ,  lituão-fc as minam ° 
linhas DF, cFE, de forte que ellas tmnsu °* 
façam com DE os mefmos ângulos 
que AB, c AC fazem com BC: en- 
tão pelo encontro deitas linhas fe tem 
o triangulo FDE igual, e femelhan- 
te ao triangulo ABC. O principio, 
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34 
EST. III. 

ELEMENTOS 

XXXI. 

Se dos trcs lados do triangulo 
ABC (Fig. 7.) fe não pudeífe medir 
fenao a bafe BC ,  e que demais fc 

Tmnguio   foubeífe que cite triangulo era ifof* 
aqudle, que CC^CS ? J'^0 ne ?  °lUe 0S ^OUS ^OS AB , 
tcmdousia- e ÀC foíTem iguaes, hc evidente que 

bailaria medir hum dos dons ângu- 
los ABC, ACB, porque então o ou- 
tro lhe feria igual. 

Facilmente fe conhece a razão 
diito, fe nos reprefentarmos o que fuc- 
cederia, fuppondo que os dons lados 
AB,AC do triangulo ABC (Fig. 7,) 
eítiveíTem primeiramente deitados fo-s 
bre BD, e fobre CE, prolongações 
da bafe BC, e que depois felcvantaf- 
fem para unir as fuás extremidades no 
ponto A j porque então a igualdade 
deites dons lados os impediria de an- 

os anguios, dar hum mais do que o outro: logo 
dos Lenia" citando unidos penderiam igualmcn- 
com abafe, .te fobre a bafe BC : logo o angulo 
IguaeT." ' ABC ferá igual ao angulo ACB. 

Tor. 
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DE GEOMETRIA. P. I.    3? 
EST. III, 

XXXII. 
Tornando á medição dos terre- 

nos , fe verá que quacfquer que fejam 
os obítaculos, que fe poíTani encon- 
trar no interior delles, fera fácil pe- 
lo precedente methodo de tranlpor- 
tar para hum terreno defembaraça- 
do todos os triângulos, os quaes re- 
partirão o efpaço que fe quizer me- 
dir. 

Supponhamos, por exemplo, que 
quizclTeis medir hum bofque , cuja 
figura foíle ABCDEFG. (Fig. 8.) 

Conftruircis logo hum triangulo 
igual a ABC , o que podeis^ fazer 
fem entrar no interior deftc triangu- 
lo , medindo os dous lados AB , 
BC,eoangulo nelles comprehendi- 
do CBA. 

Eíle triangulo deferipto dará o 
angulo BCA, e o comprimento de 
AG, c como vós podeis medir o la- 
do exterior DG, tereis no triangulo 
CAD os lados DC? e CA. Quan- 

to 
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EST. m. to ao angulo DC A, vós o achareis, 
tomando logo o angulo IKL (Fig. 9.) 
igual ao angulo DCB, depois o an- 
gulo LKO, igual ao angulo BCA, 
o que vos dará o angulo, que refta 
IKO , igual ao angulo procurado 
DCA. 

O triangulo ADC, fendo aílim 
determinado pelos dons lados DC, 
e CA , e pelo angulo comprehendido 
DCA , vós conhecereis do mefmo 
modo o triangulo DAG , eo refto 
da figura. 

XXXIII. 

Do methodo, que fe tem dado 
para fe medirem os terrenos , em 
que fe não poderiam tirar linhas, 
nafccm muitas vezes grandes diffi- 
culdades na prática. Raras vezes fe 
acha hum efpaço plano, e defemba- 
raçado, que feja baftantemente gran- 
de, para nelle fe fazerem os triân- 
gulos igiiaes aos do terreno, que fe 
quer medir. E ainda quando efte fe 

aehaf- 
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DE GEOMETRIA. P. L    37 
achaíTe, o grande comprimento dos EST. nr, 
lados dos triângulos poderiam fazer 
que as operações foíTem fummamen- 
te difficultofas : abaixar huma per- 
pendicular fobre huma linha de hum 
ponto diftantc delia fomente, v. gr. 
500 braças, feria huma obra muito 
penofa , e talvez impraticável. Im- 
porta pois que haja hum meio , que 
íuppra eftas grandes operações. 

Efte meio quafi por fi mefmo fc 
oíFcrecc :  logo vem á imaginação o 
reprefentar a figura que ha para me- 
dir ABCDE, (Eftampa IV. Fig. 1. EST. IV. 
c 2.)   cm huma figura femelhante 
a b c d e7 porém mais pequena, na 
qual, por exemplo, o lado a b feja 
de 100 pollegadas , fc o lado AB 
hc de 100 braças; o lado b c de 4^ 
pollegadas, feBC he de 4? braças, 
c âaqui concluir depois, que fc a ex- 
tensão da figura reduzida a b c d e 
tem 60000 pollegadas quadradas, a 
da figura ABCDE deve fer de 60000 
braças quadradas. 

Po- 
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38 ELEMENTOS 

EST. iv. Porem primeiro que tudo, hene- 
cclTario faber cm que coníifte a fe- 
mclhança de duas figuras. 

XXXIV. 

Em que Ora por pouco que nifto í*c faça 
oShan^a ** reflexão , logo fc verá que as duas 
<ie duas fi- figuras ABCDE , a b c d e , para 

ferem femclhantcs, devem fer tacs, 
que os ângulos A, B5 C,D, E da gran- 
de fejam iguaes aos ângulos a, b, c, d, 
e da pequena; c que demais os lados 
ab, bc, cdy &c. da pequena conte- 
nham tantas partes de p , quantas 
os lados AB, BC, CD, &c. da gran- 
de contem de partes P. 

XXXV. 

Para exprimir cfta fegunda con- 
dição, dizem os Geómetras que he 
nccelTarío que os lados AB , BC, 
CD , &c. fejam proporcionaes aos 
lados a b, bc, cd, &c.; ou que o la- 
do AB contenha a b, da mcfma for- 
te que BC contém b c ? &c.; ou que 

o Ia- 
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o lado AB feja tão grande rcfpe£H- EST. IV: 
vamenre a ab, como BC o hc res- 
pectivamente a b c, &c.; ou também 
que alli haja a mcfma razão, ou a 
mefma relação entre AB, e ab, co- 
mo entre BC, e b c, &c.; ou final- 
mente, que AB feja para aby como 
BC para b c, &c. Tudo iíto são mo- 
dos diíFcrentcs de explicar a mcíma 
coufa ; porém he preeiib familiari- 
za r-fe com cllcs para íc entender a 
linguagem dos Geómetras. 

XXXVI. 

Depois de fe  ter viiío cm que Modo de &. 
confifte a femelhança  de duas figu- "u

r
ra
h^ 

ras, vejamos qual feja o caminho, urniteaou- 
que a natureza nos indica para tra- t! 

çar huma figura femelhante a outra. 
Para  o que  reprefentemo-nos hum 
Dcfenhador, que quer copiar huma 
figura, reduzindo-a. 

Logo tomando clle a b, para re- 
prefentar abafe AB da figura que tem 
para copiar ABCDE, inelina fobre 

ab 
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4o ELEMENTOS 

EST. iy. ab os lados ae, e bc, do mcfmo 
modo que AE, e BC cftam inclina- 
dos fobre AB j com tanto que os com- 
primentos de ae, zao.bc fejam pa- 
ra o de aby como os comprimentos 
de AE, e de BC os são para o de 
AB; ifto he , que fc AE, por exem- 
plo , hc a metade de AB, elle faz 
ae igual á a metade de ab, e ufa 
da mefma forte para determinar o 
comprimento de bc relativamente 
a BC. 

Tendo cllc aífim determinado os 
pontos e, e c, traça as linhas ed, 
c cd, inclinando-as fobre ea9 e fo- 
bre cb, da mefma forte que ED, e 
CD cftam inclinadas fobre EA, e 
CB; e prolongando cftas linhas até 
que ellas fe encontrem em dy acaba 
a fua figura abe de. 

xxxvir. 
Faça-fe agora reflexão fobre a conf- 

trucçao defta figura, c ver-fe-ha que 
ella não he fundada fenáo na igual- 

da- 
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dade que ha entre os  ângulos E, E $T- Iv- 
A, B, C, e e, a> b, c, e na pro- 
porcionalidade dos lados EA, AB, 
BC, e dos lados eay ab,bc, que 
affim fe acha a figura terminada , 
fcm que fe tenha tomado o angulo 
d igual ao angulo D, nem os lados 
edy cdproporcionaes aos lados ED, 
GD; reflexão efta, que á primeira 
vifta faria duvidar que o angulo d 
não folTe com effeito igual ao angulo 
D, nem os lados ed, cd proporcio- 
naes aos lados ED,CD; e que por 
confequencia a figura abe de não fe 
achaíFe inteiramente femelhante á fi- 
gura ABCDE; mas quando não hou- 
veífe mais do que a experiência pa- 
ra nos certificarmos difto, efta dúvi- 
da fe diífiparía logo ; além de que > 
por pouca attençao que nifto fe fa- 
ça , bem fe vê que da igualdade ref- 
peftíva dos quatro ângulos E, A7 
B, C, e e9 a, &, r, e da propor- 
cionalidade dos três lados EA, ÃB, 
BC, e edj abyb c rcfulta neceíTa- 

ria- 
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4» ELEMENTOS 

EST. iv. riamente a igualdade dos ângulos 
D,á,ea proporcionalidade dos la- 
dos ED y CD, e e d, c L 

Não obfíantCj para tirar toda a 
dúvida , molharemos que todas as 
condições , que pede a femelhan- 
ça das figuras , são necelTariamcnte 
dependentes hum as das outras 5 o 
que nos fera fácil de fazer , exami- 
nando logo os triângulos, que são as 
figuras mais íiinplcs, c que entram 
necelTariamente nacompofição de to- 
das as mais , cujo exame nos con- 
duzirá a todas as propriedades , e a 
todos os nfos das figuras femeíhan- 

XXXVIÍL 
Se dous an-        Supponhamos  que fobre  a bafe 
fulos de hu       ?   /■«-»• \   c .   • triangulo    a » (Fig. 3. c 4.) fc trace o tnangu- 
são iguaes a \0 a y c • c ng0 tomando fenáo os an- 
outros   dous        , , , 
ào outro tri- gulos c a 0, c b a 5 iguaes aos angu- 
anguio, o ios CAB, CBA do triangulo ABC, 
terceiro an- . ,       / ° ' 
guio <ie hum lia vera primeiramente a certeza, que 
igualará o  0 terceiro angulo acb igualará o ter- 
lerceiro an-       . «->      —,-« O 
guio do ou- ceiro angulo ACB. 
tro. pQJ> 
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Porque pondo-fe o triangulo abe EST» IV< 

fobre o triangulo ABC , de forte 
que o ponto a fique fobre o ponto 
A, ab fobre AB, e ac fobre AC, 
claro eítá que o lado c b fera paral- 
lelo a CB; e iíto porque o lado cb 
prolongado não poderia encontrar-fe 
com o lado CB , fem que as duas 
linhas pendcíTem defigualmcnte fobre 
AB; c que por coníeqnencia os ân- 
gulos c ba9 c CBA foífein deíiguaesy 
o que feria contra a fuppoílção. 

Como da igualdade dos ângulos 
c b ay e CBA fe feguirá que as li- 
nhas c b9 CB feríio parallclas, do 
parallelifmo deltas linhas fe feguirá 
também que os ângulos Acb, ACB 
ferão iguaes, que lie o que fe per» 
tendia provar, 

XXXIX 

Agora moftremos que os lados, ^% 
que fe correfpondem cm dous trian- anelos »ão 
Silos a c b , e ACB, que tem os %$£,, 
mcfmos ângulos, sãoproporcionaes. tcm °» feH» 

v-> * -p lados  jno- 
A a-     porçionafi. 
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44 ELEMENTOS 

EST. iv.       Para nos certificarmos difto, fup- 
ponliamos que a b feja a metade de 
AB; fera precifo que provemos que 
a c ferá também a metade de AG, 
c b c a inerade de BC. Que acb^ 
como no Artigo precedente . tenha 
também a poíiçao áeAcb: fe fe ti- 
ra r c g parallela a AB , claro eftá 
que cila linha igualará b B , ou A 
h\ e que g B igualará também c k 
Ora como os ângulos c g C , c G 
c g Terão manifcítamente iguacs aos 
ângulos cbAyGcAb, o trianguJ 
lo C c g igualará o triangulo c A 
b. (Artigo XXX.) Logo G c ferá 
igual aAf,eC^ igual a c b, ou 
a g B. Logo Af, ou a c ferá a me- 
tade de AG, c c b a metade de CB. 

Se ab (Fig.3. e 5.) eltivclTc com- 
preliendido três , quatro, ou qual- 
quer outro numero de vezes,- que fe 
quizeíTc, em AB, feria igualmente 
fácil de demonftrar , que a c feria 
comprehcadido o mcfmo numero de 
vezes em AG ? c c b em CB. Por- 

que 
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DE GEOMETRIA. P. I.   4? 
que dos pontos de divisão £, f da EST. tv. 
bafe AB, tirando b c,fh7 &c. pa- 
rallelas a BC, fc poderiam pôr pe- 
lo comprimento de AC três , qua- 
tro, &c. triângulos A c b, c h g, 
bCi7 &c. iguaes ao triangulo acb. 

Mas ainda que ab cm lugar de 
fer comprehendido cxaclamcnte hum 
numero certo de vezes cm AB, (Fig< 
3. c <j.) o foíTc com algum quebra- 
do , por exemplo , duas vezes e 
meia , provar-fc-hia que a c cabe- 
ria também duas vezes e meia cm 
AG , c b c dnas vezes c meia em 
BC 

Porque quando por meio das pa- 
rallcías b c, ( Fig* 6.) / /; fc tivcíTe 
poílo pelo comprimento de AC, os 
dous triângulos A c b, cltgy iguaes 
a a c b0 ficaria lugar entre as duas 
parai leias hf, c CB , para fc pôr 
hum triangulo C h i, cujos lados fe- 
riam metades dos lados de c A b\ 
o que he evidente , pois que pela 
fuppoiíção ? fQ feria a metade de 

E ii Ab, 

DE GEOMETRIA. P. I.   4? 
que dos pontos de divisão £, f da EST. tv. 
bafe AB, tirando b c,fh7 &c. pa- 
rallelas a BC, fc poderiam pôr pe- 
lo comprimento de AC três , qua- 
tro, &c. triângulos A c b, c h g, 
bCi7 &c. iguaes ao triangulo acb. 

Mas ainda que ab cm lugar de 
fer comprehendido cxaclamcnte hum 
numero certo de vezes cm AB, (Fig< 
3. c <j.) o foíTc com algum quebra- 
do , por exemplo , duas vezes e 
meia , provar-fc-hia que a c cabe- 
ria também duas vezes e meia cm 
AG , c b c dnas vezes c meia em 
BC 

Porque quando por meio das pa- 
rallcías b c, ( Fig* 6.) / /; fc tivcíTe 
poílo pelo comprimento de AC, os 
dous triângulos A c b, cltgy iguaes 
a a c b0 ficaria lugar entre as duas 
parai leias hf, c CB , para fc pôr 
hum triangulo C h i, cujos lados fe- 
riam metades dos lados de c A b\ 
o que he evidente , pois que pela 
fuppoiíção ? fQ feria a metade de 

E ii Ab, 

DE GEOMETRIA. P. I.   4? 
que dos pontos de divisão £, f da EST. tv. 
bafe AB, tirando b c,fh7 &c. pa- 
rallelas a BC, fc poderiam pôr pe- 
lo comprimento de AC três , qua- 
tro, &c. triângulos A c b, c h g, 
bCi7 &c. iguaes ao triangulo acb. 

Mas ainda que ab cm lugar de 
fer comprehendido cxaclamcnte hum 
numero certo de vezes cm AB, (Fig< 
3. c <j.) o foíTc com algum quebra- 
do , por exemplo , duas vezes e 
meia , provar-fc-hia que a c cabe- 
ria também duas vezes e meia cm 
AG , c b c dnas vezes c meia em 
BC 

Porque quando por meio das pa- 
rallcías b c, ( Fig* 6.) / /; fc tivcíTe 
poílo pelo comprimento de AC, os 
dous triângulos A c b, cltgy iguaes 
a a c b0 ficaria lugar entre as duas 
parai leias hf, c CB , para fc pôr 
hum triangulo C h i, cujos lados fe- 
riam metades dos lados de c A b\ 
o que he evidente , pois que pela 
fuppoiíção ? fQ feria a metade de 

E ii Ab, 

DE GEOMETRIA. P. I.   4? 
que dos pontos de divisão £, f da EST. tv. 
bafe AB, tirando b c,fh7 &c. pa- 
rallelas a BC, fc poderiam pôr pe- 
lo comprimento de AC três , qua- 
tro, &c. triângulos A c b, c h g, 
bCi7 &c. iguaes ao triangulo acb. 

Mas ainda que ab cm lugar de 
fer comprehendido cxaclamcnte hum 
numero certo de vezes cm AB, (Fig< 
3. c <j.) o foíTc com algum quebra- 
do , por exemplo , duas vezes e 
meia , provar-fc-hia que a c cabe- 
ria também duas vezes e meia cm 
AG , c b c dnas vezes c meia em 
BC 

Porque quando por meio das pa- 
rallcías b c, ( Fig* 6.) / /; fc tivcíTe 
poílo pelo comprimento de AC, os 
dous triângulos A c b, cltgy iguaes 
a a c b0 ficaria lugar entre as duas 
parai leias hf, c CB , para fc pôr 
hum triangulo C h i, cujos lados fe- 
riam metades dos lados de c A b\ 
o que he evidente , pois que pela 
fuppoiíção ? fQ feria a metade de 

E ii Ab, 



4<£ ELEMENTOS 

EST. iv. A£» c cine a bafe h i do triangulo 
C h i igualará /B , por cama das 
parallclas hf7 CB: logo, cm geral, 
quando dons triângulos ABC, abe 
tem os mcfmos ângulos, citas triân- 
gulos chamados triângulos femelhan- 
tes , tem os feus lados proporcio- 
naes ; ou, que hc abfolutamcntc o 
mcfmo , os lados AB , BC, AC, 
de hum deites triângulos, ABC con- 
tém o mcfmo numero de partes P, 
como os lados ab, b c, acy do ou- 
tro triangulo abcy contém de par- 
tes p. P, fendo o palmo, a braça, 
&c. ou cm geral o petipé , com o 
qual ABC foi conítruido; cp aqucl- 
lc, com que ic conftruio abe. 

XL. 

Da propofição , que acabamos 
de demonítrar, fc tira naturalmente 
a folução de hum problema, que hc 
muitas vezes útil na pratica. 

Pedc-fc que huma linha fe divi- 
da cm hum numero dado de partes 

Dividir Im-. 
malinha em 
t;mintas par- 
te* iguucs fe 
quizer. iguacs y 
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te« içuucs fe 
qulzcr. IgliaCS, 
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DE GEOMETRIA. P. L   47 
iguaes, o que na verdade fe poderia EST. 

ter por tentativas; porém já mais 
com aquella fegtirança, que nos da 
a exacçáo geométrica. 

Supponhamos, por exemplo, que 
temos para dividir AB (Fig. 5-) cm 

tres partes iguaes; principia-fe, ti- 
rando  huma  linha  indefinita  AC, 
que faça hum angulo, qualquer que 
feja ,  com AB ; depois póem-fe ío- 
bre cila linha tres partes iguaes A 
c7 eh, h C com huma abertura de 
compaíib tomada  á vontade ; logo 
tirando a linha CB, fc tiram a cfta 
recla asparallclas cb>hf-y defta for- 
te AB, cortada nos pontos b,cf, fc 
acha repartida em tres partes iguaes > 
o que he manifcflo pelo Artigo pre- 
cedente. 

XLI. 

IV. 

Se fc quizer dividir huma linha Que coufo 
x . feja    numa 

cm hum numero de partes, que te- quarta ,;„ha 
nha quebrados, como duas e meia, J^^ 
tres e hum quarto, <&;c, ou também t,es, ecomo 

Qlie     fe acham. 
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48 ELEMENTOS 

EST. iv. que em geral fc propuzeíTe o dividi* 
a linha AB no ponto b, (Fig. 6,) de 
forte que AB foííe para A h, como 
a linha NO para a linha MQL; tam- 
bém fc vê que a folução do problema 
dependeria do Artigo XXXÍX; ifto 
lie , que feria neceiTario tirar pelo 
ponto A huma re£k qualquer que 
íeja, tomar fobre eíta re£la Af, e 
AC, iguacs a MQ^, e a NO, de- 
pois tirar cb parai lei a a CB j e en- 
tão o ponto b feria o ponto procu- 
rado. 

Os Geómetras exprimem def- 
toutro modo o problema , que aca- 
bamos de refolver. Achar a três li- 
nhas NO, MCt, AB a quarta pro- 
porcional. 

XLII. 

As altura He evidente que dous triângulos 
££2Z femelhantes ABC , (Fig. 7. e 8.) 
te.? «ao pro- abe teráo não fomente os íèns la- 
ío«Cf«wCi!L dos proporcionaes, mas que as per- 
*»»• pçndicularcs CF? cfy  que fe abai- 

xa- 
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xarem dos fcus vértices C,c, fobre EST. XV. 
as bafes AB, a b, feguiráõ também 
a proporção dos lados *, o que he tão 
fácil de demonftrar pelo que prece- 
de , que deixamos de nos demorar 
niíto. 

XLIIL 

Quanto áárea dos triângulos fe- 
melhantes ABC, abc7 vê-fe que a 
do primeiro conterá tantos quadra- 
dos X feitos pela medida P, como 
a a'rea do ícgundq conterá de qua- 
drados x feitos pela medida p. Por- 
que como CF, e AB terão , pelo 
Artigo precedente, tantas partes P, 
quantas cf, e ab terão de^; a me- 
tade do prodnclo de CF por AB, 
medida de ABC, (Artigo XIV.) da- 
rá o mefmo numero , como o que 
refnltará  da   metade  do  produclo 
de cf por a b medida de a b c; po- 
rém com efta differença ,  que CF, 
e AB, contando-fe por partes P, o 
feu produâo fe contará por quadra- 

dos 
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EST. iv. dosX; equc cf, c ab, que fe con- 
tarão por partes p, clarão hum pro- 
duto , que fe contará por quadra- 
dos A". 

XLIV. 

O que acabamos de dizer fobre 
a medida dos triângulos femelhan- 
tes, ferve de prova a huma propo- 
íição , que nos Elementos de Geo- 
metria fe exprime ordinariamente def- 

Atíreasdos ta forte. Os triângulos femelhantes 
triângulos       \T)r^      _ j      _-'_       „      r 
remefiiantet A.BL,, a b c sao entre íi como os qua- 
sáoentren, drados ABDE, abde dos feus la- 
como   os t        t i i-i 
quadrados    u°s homólogos, ou correspondentes 
dos feus h- AB, a b. 
dos hoinolo» AI n        _> >      f A demonítraçao , que o Artigo 

precedente contém , traz abfolnta- 
mente eíta confequencia ; porque o 
quadrado ABDE , contendo tanto 
de X , como abde contém de x9 
hc evidente que os dous números de 
quadrados X, que exprimem a rela- 
ção do triangulo ABC, para o qua- 
drado ABDE, sao os mofinos, que 

: os 

£0s 
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DE GEOMETRIA'. P. I.   $t 
os números de quadrados x ,  que EST. ITJ 
dam a relação do triangulo abe pa- 
ra o quadrado abde; ou , o que vem 
a fer o mcfmo, que o triangulo ABC 
he para o quadrado ABDE, como 
o triangulo  abe  para  o quadrado 
ab de. 

Difto fc feguc, que fc, por exem- 
plo , o lado AB fofle duplo do lado 
ab, o triangulo ABC feria quádru- 
plo do triangulo a c b ; que fe AB 
foíTe triplo de a b, o triangulo ACB 
feria nove vezes maior do que o tri- 
angulo acby &c; porque AB não 
pódc fer duplo de a b, fem que o 
quadrado ABDE feja quádruplo de 
abdey &c. 

XLV. 

Para paíTar agora dos triângulos 
a's mais figuras , fupponhamos que 
a cada hum dos triângulos femelhan-    ^^ 
tes ABD, (Fig. i. e 2.) a b d fc ajun- E s W. 
tem  outros   dons triângulos ADE, l™*™%* 
eBDC, adey cbdc, osdous primei-«* fem«ibí« 

ros 
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5% ELEMENTOS 

TST. iv. ros femelhantes aos fegundos, ver- 
2l'dírt!" k~na 9lie nas %uras totaes ABCDE , 
anelos.      abe de, 

i.° Os ângulos A, B, C,D, E 
ferão os mefmos, que são os ângu- 
los a, b, c, d, e'j o que he eviden- 
te y pois que buns , e outros ícrão 
ou ângulos corrcfpondentes de triân- 
gulos femelhantes, ou ângulos com- 
pofíos deftes ângulos corrcfponden- 
tes. 

2.0 Ver-fe-ha que a proporção dos 
lados homólogos, ou corrcfponden- 
tes DE, de, BC, bcy &c. das fi- 
guras ABCDE, abe de, fera necef- 
fariamente a mefma ; ifto he, que 
fe P , por exemplo , fe acha hum 
certo numero de vezes na bafe AB, 
e que p fe acha o mefmo numero de 
vezes em a b; P, c p ferão também 
comprehendidos hum mefmo nume- 
ro de vezes em dous lados homólo- 
gos, quaefquer que fejam DE, cd e\ 
pois por caufa da femelhança dos 
triângulos ABD, abd9 a quantida* 

de 
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DE GEOMETRIA. P. I. 53 
de de P, que contiver AD, iguala- EST. IW 
rá a quantidade de p comprehendi- 
da em a d, então confidcrando eftes 
lados como bafes dos triângulos fe- 
melhantcs ADE , ade , o numero 
de partes P eomprehcndidas em DE, 
fera o xnefmo que for o numero de 
partes^, que conterá o lado de. 

3.0 Ver-fe-ha também , que fe 
nas duas figuras fe tirarem as linhas 
correfpondentes, taescomoCE, ce, 
ou as perpendiculares DF , df, &c. 
eftas linhas citarão fempre entre fi 
na mcíina razão em que efUverem 
os lados homólogos das duas figu- 
ras. 

Logo as figuras ABC DE , a bc 
d c ferão inteiramente femelhantes em 
rodas as fuás partes. 

XLVL 

Tendo-fe aflim deferípto a figu- 
ra abe de perfeitamente femelhante 
4 figura ABCDE, he evidente que 
fe fe quizefíe traçar de novo huma 
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EST. iv. figura inteiramente igual a abede, 
c por confequencia também feme- 
Ihante a ABCDE, feria inútil o me- 
dir todos os lados , e todos os ân- 
gulos áeabcdej mas que bailaria, 
por exemplo , tomar os tres lados 
aby ea, bc, e os quatro ângulos 
e j ay b, c, c com ifto fomente fe- 
riamos certos de traçar a mel ma fi- 
gura ab c de, femelhante a ABCDE; 
oqtic forma huma demonít. ração com- 
pleta daquillo, que fomente fc pre- 
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do Artigo XLIII.  fc demonftraria EST. IV: 

° i 1      j       "V" mel liames que o numero de quadrados A, que são   entre 

contém a fieura ABCDE, he o mef- fi> «os 
P. ,      . quadrados 

mo que o de quadrados se compre- t|0f judos 
hendidos na figura abe de ;  e que homoiof». 
afíím as áreas das figuras femclhan- 
tes são entre fi como os quadrados 
dos feus lados homólogos. 

XLVIIL 

Tudo o que acabamos de dizer As figura* 
fobre as figuras fc mel h antes, fc pó- ,""^dlr- 
de reduzir a cite fó, c único prin- fincadas 

.   . r r ti fenáo pelos cipio ,  que as figuras iemeihantes petipíS)POr 
não diíferem humas das outras,  fc- °mle elias 

.   , j    it      -*   ^0i'a!,1 con" nao pcJospctipes, por onde cilas sao druidas. 
conftruidas. 

XLIX. 

, Agora para melhor fe conhecer 
o nfo, que fe deve fazer dos triân- 
gulos femelhantes, c das reducçòcs 7 
para fe ter a medida dos terrenos, 
íobre os quaes fe não poderia commo- 
damente trabalhar, figuremo-nos cine 

AB- 
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$6 ELEMENTOS 

EST.  v. ABCDEF (Eílampa V. Fig. r. e 2.) 
reprefentc o contorno de hnma Quin- 
ta , de hum Lago , &e. do qual fc 
quizeíTe faber a extensão. Mcdir-fc- 
ha logo hum dos lados da figura 
FE, por exemplo5 e ver-fe-ba quan- 
to ellc terá' de .varas, de braças , &c. 
depois tomando o petipé da gran- 
deza que íc quizer , fe traçará fobre 
hum papelão, ou papel hnma linha 
fe, igual a tantas parres do peripé, 
quantas FE contiver de varas , de 
braças, &c.; c fazendo os ângulos 
de/, dfe iguacs aos ângulos DEF, 
DFE, fe terá' o triangulo edf7 no 
qual fe abaixará e g, perpendicular 
a df: ifto feito, c as linhas d/, e 
egy fendo medidas por meio do pe- 
tipé ,   fe concluirá  que  tantas par- 
tes reduzidas conterão eítas linhas, 
como DF, e EG conterão  de bra- 
ças, de varas, &c. Aílim multipli- 
cando DF por a metade de EG, fe 
faberá o valor do triangulo EDF; 
e medindo do mefmo  modo cada 

hum 
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hum dos outros triângulos DCF, EST. V* 
BCF, ÀBF, a área da figura toda 
fe achará determinada, 

L. 

Succede muitas vezes na prática Maneira de 
fer preciíb medir-fc a diftancia que "^c-ra 

a
de

l" 
ha do lugar F, onde fe eftá, a ou- J"»" lugar 
trolugar, onde algum obltaculo im- 
pede que íe poífa ir ; novo Proble- 
ma ; porem já a ftia foi tição fe deo 
antieipadamente no Artigo , que 
a efte precede ; porque fe para fe 
medir DF não houve neceJlidade, 
fenão da femelhança dos triângulos 
d efy e DEF, claro eftá que medín- 
do-fe qualquer bafe EF, e poden- 
do-fe defeubrir dos pontos F, cE 
o ponto D? eftará o Problema re- 
folvido , iílo he, fe terá a díílan- 
cia FD. 

LI. 

O ufo , que fe pôde fazer dos 
inílrumentos particulares 3 tacs como 
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EST.  V. 
58 ELEMENTOS 

b A cy (Fig. 3.) que eu dhTc, (Ar- 
tigo XXVIII.) compoíto de duas 
regras unidas no ponto A, á roda 
do qual cilas podem circular , traz 
coiníigo vários inconvenientes. Hu- 
mas vezes a abertura do angulo fe 
mudara' ao tranfportaíío 5 outras a 
forma, que fomos obrigados a dar 
ao inílrumento para facilitar o feu 
ufo, impedirá que fe poíTa applicar 
fobre o plano, em que fe quer fa- 
zer a reducçao. 

Ajuntemos a ifto, que cada no- 
vo angulo BAC, que fe toma deite 
modo, pede que ie tranfporte de no- 
vo o inílrumento fobre o papel ; e 
que o único meio, que ha para com- 
parar dous ângulos, he de os pôr 
hum fobre o outro, fem que deite 
modo fe polia ter jnftomente nem a 
relação 7 que ha entre elles, nem as 
fuás grandezas abíblutas. 

LIL 

Era pois neceíTario que íc pro~ 
cu- 
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curaííe huma medida fixa paraosan- EST. v. 
gu!os, como já a havia para os com- 
primentos. Ora cita medida, que era 
neccíTario haver, foi fácil de achar. 
Porque A b (Fig. 4.) ficando fixa, 
applica-fe-lhe logo o lado A f; c fa- 
zendo gyrar cftc lado a roda de A, 
lie cerro' que encoítando-íe i extre- 
midade c da regra movei Aí* huma 
pcnna , 011 hum lápis , que moítre 
feniivclmentc orafto do ponto c9 cf- irwn angulo 

>  1 1     tem por me- 
tC raíco y  que formara hum arco de <{íi»a 0 MCO 
circulo, dará exactamente a medida d*e

ci*T
ul°' 

do angulo para cada abertura parti- compre* 
cuiar dos lados Ab9 Ac; iífo hc, ^ 
que poríer uniforme acurvidade do 
circulo ,  nceefia ria mente   fnecederá 
que a huma abertura dupla, tripla, 
quadrupla  de  c A b corrcíponderá 
hum arco duplo, triplo, quádruplo 
de cb. 

LIIÍ. 

en- 
ot, teu» 

rena a 
Snppondo pois que a círcum Fe- 
ria bcâfe:* (Fi^. 4.) deferipta pta 

Pc~ 
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Porque A b (Fig. 4.) ficando fixa, 
applica-fe-llie logo o lado A f; c fa- 
zendo gyrar cftc lado a roda de A, 
lie cerro' que encoítando-íe i extre- 
midade c da regra movei Aí* huma 
pcnna , ou hum lápis , que moítre 
feníivelmentc oraíto do ponto c9 cf- uumangufo >  1 1     tem por me- 
te raílo y  que formara hum arco de <{íi»a 0 MCO 
circulo, dará exactamente a medida d*e

ci*T
ul°' 

do angulo para cada abertura parti- compre* 
cuiar dos lados Ab9 Ac; iífo hc, ^ 
que poríer uniforme acurvidade do 
circulo ,  nceefia ria mente   fnecederá 
que a huma abertura dupla, tripla, 
quadrupla  de  c A b corrcíponderá 
hum arco duplo, triplo , quádruplo 
de cb. 

Liir. 

Suppondo pois que a círcumfc- 
rencia bcdfg* (Fig. 4.) deferipta 

F pc~ 

en- 
ot, teu» 
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EST.   V. 

O circulo lie 
dividido em 
jóo grãos , 
cada   grão 
em  6o mi- 
nuto* , cada 
minuto em 
6o legun- 
dos, &c. 

O anj.ni] o re- 
íto lein 90 
grãos, e os 
feus laVo* 
são pevpen- 
dtculires 
hum ao ou- 
tro. 

60 ELEMENTOS 

pela revolução inteira do ponto c9 
cfteja dividida cm qualquer numero 
de partes iguaes, o numero de par- 
tes , de que o arco fc compõe , c 
que cítara poíhs entre as linhas A cy 
e A £, medirá exactamente a abertu- 
ra deftas linhas, ou o angulo c Aby 

que ellas formarem. 
Convicram os Geómetras cm di- 

vidir o círculo cm 360 partes, a que 
chamaram grãos, cada gráo cm 60 
minutos, cada minuto cm 60 fegun- 
dos, &c. Aílim hum angulo Uc, 
por exemplo , terá 70 gráos, c 20 
minutos, fc o arco bc, que lhe fer- 
vi rá de medida , tiver 70 das 3Ó0 
partes do circulo, e demais 20 das 
60 partes de hum gráo. 

LIV. 

Do que fe fcgiic, que hum an- 
gulo CAB (Fig. 5.) de 90 gráos, 
chamado commummente angulo re- 
cto, hc aqucllc, cujos lados AC, c 
AB comprehendcm o quarto BC da 

cir- 
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DE GEOMETRIA. P. I.    6x 
circumfcrcncia, osquaes são perpcn- E S T. V. 
diculares hum ao outro* 

LV. 

Chama-fe angulo açudo o angu- Hum angu- 
♦ 11 °       Io agudo lie Jo mais pequeno do que num angu- mais peque- 

Io reíto, ou que tem menos de 5?o »° *° iue 

gráos. Taes são os ângulos CAB, 
(Fig. 6.) FAG,EAG. 

LVL 

Feio contrario chama-fe angulo Hum angu- 
.       r .. .     j Io obtufo hé 

obtuío aqueJIe, que tem mais de 90 m8-10r ^ 
sráos, como FAB. £* humre- 

LVIÍ. 

He evidente que todos os ângu- 
los GAF , (Fig. 6.) FAE, EAC, 
CAB, que ie podem fazer da mef- 
ma parte fobre huma linha rcdla GB, 
c que tem o mefmo vértice A, to- 
mando-os juntos, são iguacs a 180 
grãos, ou a dous ângulos re&os, 
medidos pela femicircumfercncia. 

A   fomma 
ilos  ângulos 
leitos    da 
inefma pavte 
fobre   huma 
linha recta, 
e que tem o 
mefmo vér- 
tice, vale 
180 gráos. 

Fii D* 
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los GAF , (Fig. 6.) FAE , EAC, JSo. * 
CAB, que fe podem fazer da mef- "«fi»p«* 
ma parte fobre numa linha recta Cjl), linha nâi, 
e que tem o mcfiiro vértice A, to- 2Xr! 
mando-os juntos,  são iguacs a 180 tice, vaie 
grãos,  ou a  dons ângulos  reftos 7 

J ° £ra0*" 
medidos pela femicircumfercncia. 

Fii D*. 
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6z ELEMENTOS 
EST. V. 

LVIII. 

Todo$ os Da mcfma forte a fomma de to- 
fefòlK! dos os ângulos EAF, (Fig.7.) FAB, 
2erároA,<je B AC, CAD, D AE, que fe podem 
hum melino  r /        i       1 * H 
ponto,são, fazer a roda do ponto A, que lhes 
tumando-oi ferve de vcrticc commum, hc igual 
a todos jun- . , i 
tos, ignae» a 3»o grãos ? ou a quatro ângulos 
a quatro an- re&os, medidos pela circumfcreiícia 

inteira J5CDLF. 

LIX. 

ufo do in-       Depois de termos vifto  que os 
ítruincnto i T       •        i chamado se- ângulos tem as partes cio circulo por 
inicircuio    medida, vejamos como faremos pa- 
dimeníbno, r- i , ,   , r 

rara tomar ra laber quantos grãos conterá hum 
:■ grandeza  angulo, que quizermos medir. 
lie hum an- o        • i i     i ■    n fulo. servi r-nos-hem os de hum ínítru- 

mento I, (Fig. 8.) chamado Semicír- 
culo dimenforio : cfte inffcrumcnto 
he coinpofto de duas regras EAC, 
DAB, de igual comprimento, que 
fe crnzão cm A, c que tem hum as 
pi nulas nas fuás extremidades. Hn- 
ma deitas regras EC ? a que chamam 

ali- 
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DE GEOMETRIA. P. I.    63 
alidada , he movei á roda de A; c EST. v. 
a outra DB hc fixa , que ferve de 
diâmetro ao femicírculo DCB divi- 
dido cm 180 gráos, &c. 

Ora querendo-fe faber o angulo, 
que formam duas linhas rectas , ti- 
radas do lugar, cm que fc cftivcr, 
a dons objectos quacfquer F, G, 
põe-fc primeiramente a regra fixa 
DAB, de forte que o olho pofto cm 
D veja hum dos dous objcftos F, 
pelas duas pinulas D, c B: depois, 
fem mover o inftrumcnto, fe mova 
a alidada, ate que o olho poílo cm 
E defeubra o outro objcclo G pelas 
pinulas E, cC; c então a alidada 
notará ibbre o femicírculo graduado 
o numero de gráos , minutos, &c. 
que contiver o angulo propoílo GAF\ 

LX. 

Qucrendo-fc fazer fobre o papel u/o âo 
^*-        ,        ,     . t Transferidor 

hum angulo de hum numero deter- para fazer 

minado de gráos, nos ferviremos de h"™ m^\° 
hum  inltrumcntO A (rig»^0  divic"~ mero deter- 

do 
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EST. v. do cm 180 gráos, chamado Tranf- 
minado de fcridor ; e pondo o centro A fobre 
partes. a p0nça d o angulo, que fe quer tra- 

çar , e a linha AB fobre a linha AG, 
que fe toma por hum dos lados do 
angulo, íc marque o ponto C, que 
corrcfpondc ao numero de gráos, que 
fe quer dar ao angulo propofto; de- 
pois por cite ponto , c pelo centro 
A, tirando a linha AGO, fe terá o 
angulo OAG, que conterá o nume- 
ro de gráos pedido. 

LXL 

Snpponhamos agora que tendo- 
fc tomado cm hum papel abafeFG., 

EST. vi. (Eftampa VI. Fig. if e 2.) fe quei- 
ra fazer fobre cila bafe hum trian- 
gulo FGH, femelhante ao triangu- 
lo ABC, tomado fobre hum terre- 
no. Para fabermos o que cada hum 
dos ângulos CAB, CBA conterá de 
gráos, nos fervi remos do íemicircu- 
lo; depois por meio do transferidor 
fe faraó os ângulos HFG , c HGF, 

ref- 
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rcfpc&i vãmente igiiacs aos ângulos EST. VI. 
CAB, e CBA ; e então porque o 
ponto H , no qual fe unirão os la- 
dos FH , e GH , ficará nccefíaria- 
raente determinado por efta opera- 
ção, como também o angulo FHG 
fc terá' o triangulo FGH , inteira- 
mente femelhante ao triangulo ABC. 

LXII. 

Como importa muito que na prá- 
tica , como diííemos, fejam os ân- 
gulos exactamente medidos, não nos 
devemos contentar de os tomar, ain- 
da com os inftrumcntos mais per- 
feitos ; hc tambem precifo achar o 
modo de verificar as fuás medidas, 
para fc fazer a correcção delias, quan- 
do feja nceeíTario. Ora cftc modo he 
íimpies, efaci!. Tornemos ao trian- 
gulo ABC. Conhecemos que a gran- 
deza do angulo C deve rcfultar da 
dos ângulos A, eB; porque aug- 
mentando-fc , ou diminuindo-fc cftes 
ângulos, a pofiçao das linhas CA, 
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66 ELEMENTOS 

EST. vi. BC fe alteraria, c por confcqucncía 
tambcm o angulo C , que eílas íi- 
nhas entre íi fazem. Ora fc o angu- 
lo G depende da grandeza dos ân- 
gulos A, c B, deve-íc prefumir que 
o numero de gráos, que os ângulos 
A, c B comprehcndcm , deve deter- 
minar o numero de gráos , que ha 
de conter o angulo C; c que aflim 
poderá fervir para verificar as ope- 
rações , que fc tiverem feito para 
determinar os ângulos A, cB; pois 
que nos certificaremos de termos 
medido bem os ângulos A, cB, fe 
medindo depois o angulo C, fc lhe 
achar o numero de gráos , que lhe 
pertencer relativamente á grandeza 
dos ângulos A, c B. 

Para fc achar como da grandeza 
dos ângulos A, c B fc pode con- 
cluir a do angulo C , examinemos 
o que a cíle angulo fuecederia , fe 
as linhas AC, BC íe vicíTcm a che- 
gar , ou a apartar mima da outra. 
Snppcnhamos , por exemplo ,  que 

BC, 
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BC, (Fig. 3.) movcndo-fc ao redor EST. VI, 
do ponto B, fe aparta de AB para 
fc avizinhar a BE, he evidente que 
em quanto BC fe moveíTe, o angu- 
lo B fc abriria continuadamente; c 
que ao contrario o angulo C fe fe- 
charia cada vez mais; do que logo 
fc podia prefumir, que nefte cafo a 
diminuição do angulo C igualaria a 
augmentação do angulo B; eque af- 
fim a fomma dos três ângulos A, B, C 
feria fempre a mcfma, qualquer que 
fofic  a inclinação  das   linhas AG, 
BC fobre a linha AE. 

LX1IL 

Ora cita inducçaoprcfumida traz 
a fua demonílração comíigo; porque 
tirando-fe a rc&a ID (Fig. 4.) pa- 
rallcla a AC, primeiramente fe ve- 
rá que os ângulos ACB, c CBD, 
chamados  an<ndos alternos ,   ferão *nf0\£ 

**-* # . • ternos   suo 
íguaes, o que hc evidente; pois que os ângulos, 
as linhas AC, c IB, fendo paralle- ^ 
Jas, ferão inclinadas igualmente fo- & 

bre 

ternos são 
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6S ELEMENTOS 

EST. vi. brc CBO ; e que aílím o angulo IBO 
huma,eou- igualará o angulo ACB. Mas tam- 
tra patte,   bem 0 angulo IBO igualará o an- 
cahindo fo- pon

b &
f.   ,       Tr.      ^ 

breduas pa- gnlo CBD, porque a linha 1L) nao 
raliclas. fer£   mcjmada   f0brc    Ç)0    lTiaiS    de 

lnima parte, do que da outra: lo- 
Eíie» an-   go o angulo DBC igual ao angulo 

IBO , igualará o angulo ACB feu 
alterno. 

LXIV. 

Em fegundo lugar fe verá que 
o angulo CAE fera igual ao angulo 
DBE, por eaufa das parallelas CA, 
e DB. Àifim os trcs ângulos do trian- 
gulo fe poderiam pôr ao pé huns 
dos outros, cunidos pelos fciis vér- 
tices no ponto B, e então fe veria 
que os três ângulos DBE ? CBD, e 
GBA , que igualariam os três ângu- 
los CAB , ACB , CBA , feriam 
iguaes a dous ângulos reclos; (Ar- 
tigo LVII.) e como tudo o que te- 
mos dito fe poderá applícar domef- 
mo modo a qualquer triangulo  que 

fe 

íf1 
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los CAB , ACB , CBA , feriam 
iguaes a dous ângulos reclos; (Ar- 
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fe 
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feja , haverá a certeza defta proprie- EST. vr. 
dade o-eral que a foram a dos três A fomma 
ângulos de hum triangulo he cont- gu]os de ha 
tantemente a mcíma, e que ella he triangulo he 
igual a dous rectos, ou, o que vtm angulos re- 

a fer o mefmo, a r8o gráos. <*<»• 

LXV. 

Logo para fe concluir o valor 
do terceiro angulo de hum triangu- 
lo , tendo-fc medido dous, fera pre- 
ciíb diminuir de 180 gráos o nume- 
ro de gra'os , que os dons angulos 
tomados juntos tiverem ; proprieda- 
de , que nos dá hum modo com mo- 
diífimo de verificar a medida dos an- 
gulos de hum triangulo, da qual fe 
verá huma infinidade de outras uti- 
lidades , fegundo formos adiante. 
Aqui nos contentaremos de tirar as 
confeqncncias as mais immediatas. 

LXVI. 

Hum triangulo não pôde ter mais 
do que hum angulo reclo 5 e com 

mais 
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■EST. vi. mais forte razão não pôde ter mais 
de hum angulo obtuíb. 

Lxvir. 

Se hum dos três ângulos de hum 
triangulo hc reclo, a fomma dos ou- 
tros dous he fempre igual a hum 
re&o. 

Elias duas propofíçoes são tão 
claras, que não he precifo demonf- 
trallas. 

LXVIIL 

Prolongando-fe hum dos lados 
do triangulo ABC, (Fig. 4.) por 

o angulo   exemplo, o lado AB? o angulo ex- 
h«m trian-  tenor Ush íómente , valera tanto 
guio vaie os como os dous ângulos interiores op- 

'iiSrií. poíbs BCA, e CAB; porque fe ao los 

Hl °^of- angulo CBA fe ajuntarem os dous 
ângulos BCA, c CAB, ou o angu- 
lo CBE, a fomma fera fempre igual 
a 180 grãos, ou a dous ângulos rc- 
dos. (Artigo LXÍV.) 

Sa- 
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LXIX. 

Sabendo-fe o valor de hum dos EST. vr. 
ângulos de hum triangulo ifofeeles 
ABC, (Fig. 5-.) fabe-fe o dos outros 
dous. 

Tcndo-fc o angulo do vértice A, Hum angulo 
he evidente que diminuindo-fe o nu- *^|ôVói; 
mero de eráos, que cíle angulo con- ceies <Ií o* 

,    o 7   i Y outros dous- 
tiver dos 180 grãos, que he a me- 
dida dos trcs ângulos do triangulo, 
a metade da fomma que ficar, fera 
a medida de cada hum dos ângulos 
B} C, tomados fobre a bafe. 

Se foífe hum dos dous ângulos 
B, C, tomados fobre a bafe, que 
fe tivcíTe reconhecido o dobro do 
leu valor diminuído de 180 gráas, 
daria o angulo do vértice A. 

LXX. 

Como hum triangulo equilátero o> angulo* 
r     _ °v     -     l . de bum tri- 

nao he outra couta íenao hum tnan- an£utoeqUi- 
guio ifofeeles, ao qual cada hum dos ^^ 

ÍCUS     dç 60 gritos. 
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EST. vi. feuslados pode igualmente fervir de 
bafe, claro eftá que os feus tres an- 
gules são neceílariamente iguaes, c 
que cada hum vale 6o gráos, terço 
de 180 gráos. 

LXXI. 

©efcnpção        Daqui fe tira facilmente a de£ 
do eugono. crjpç^0 ^0 exagono, oupolygono de 

féis lades ,  que tinhamos prometti- 
do. (Artigo XXIV.) 

Porque para fe achar hnnia li- 
nha , que reparta a circumfercncia 
cm íeis partes iguacs , fera precifo 
que eíta linha feja a corda de hum 
arco de 6o gráos , fexta parte de 
360 gráos, valor de toda a circum- 
fercncia. Suppondo pois queAB(Fi- 
gur. 6.) feja eita corda, e do centro 
I, tirando para as extremidades A, e 
B, os rádios Aí, cIB, o angulo AIB 
valerá 60 gráos; e porque os dous 
lados- AI , c IB feráo iguacs , o 
triangulo AIB ferá ifofceles.  Logo 

o an- 

il 
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o angulo do centro , fendo de 6o EST. VI. 
gráos, cada hum dos outros dous ân- 
gulos valera também 6o gráos, me- 
tade de 120. Logo (Artigo LXX.) 
o triangulo AIB fera equilátero. Lo- 
go AB igualará o radio do circulo. 
Do que fe fegue, que para defere- 
ver hum exagono, ferá precifo abrir 
ocompaííb com hum intcrvallo igual 
ao radio; e pondo-o féis vezes fuc- 
ccílivamente lbbre a circumfcrcncia, 
teremos os féis lados do exagono. 

LXXÍI. 

Dcfcriptoaííim o exagono ABC- A ««j^ 
DEF, facilmente fcdcícrcvcra o do- centro do 
decagono, ou polygono de doze la- —«; 
^OS ao centro do 

Para o que divida-fc o arco AKB, *><«>s°n* 
ou o angulo AIB ,  cm duas partes 
ignaes; e AK, corda de metade do 
arco AKB , ferá hum dos lados do 
dodecagono. 

Pa- 
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EST. VI. 
LXX1II. 

Repartir h3 Para fe repartir o arco AKB cm 
?ouftgiiT dous arcos iguacs, AK, c KB, fc 
mente. fará a mefma operação, como fe fe 

quizeiíe cortar a corda AB cm duas 
partes iguacs; iftohc, que dos pon- 
tos A, e B, como centros, c com 
qualquer interrallo fc deferevam os 
arcos MLN, OLP; c do ponto L, 
fecçao dos dons arcos , fc tire ao 
centro I a linha LI, a qual dividirá 
em dons o arco AKB , e a corda 
AB. 

LXXIV. 

Defcripção        Scguindo-fc o methodo preceden- 
ÍZ ÍT te , c repartindo-fc o arco AK em nos  ue _4, 7 i 
«s, &c. ia- dous arcos iguaes, a corda de hum 

deftes dous arcos fera o lado do po- 
lygono de 24 lados. Da mefma for- 
te fe terão os polygonos de 48, y63 

ipi j &c« lados. 

dos. 

m 
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LXXV. 
EST.   VL 1 
uo. 

Aeora para defcrevcr hum o£lo- Defcnpçao 
gono, íito hc, hum polygono de 8 . 
lados , fc principiará , traçando-fe 
hum quadrado em hum circulo, o que 
fe fará, fe depois de fc tirarem dons 
diâmetros AÍB, (Fig. 7.) c CIE, 
que fc cortem cm ângulos rectos, 
fe ajuntarem as fuás extremidades 
com as linhas AC, CB, BE, AE, 

Porque por caufa da regularida- 
de do circulo , e da igualdade dos 
quatro ângulos, que formam as per- 
pendiculares AIB, CIE, os quatro 
lados AC, CB, BE, EA ferâo nc- 
ceifaria mente iguacs , c fc acharão 
igualmente inclinados huns fobre os 
outros, o que não pôde convir fenão 
ao quadrado. 

Dcfcripto aííim o quadrado, fe 
dividirá pelo methodo precedente ca- 
da hum dos arcos CKB, BLE, &c, 
em duas partes ignaes, o que dará 
o octocono CKBLEMAN, 

G Rc~ 
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y6 ELEMENTOS 

EST. vr. Rcpartíndo-fe da mefma forte 
gontT'/; cada hum dos arcos CK, KB, &c. 
37, &c. la- cm 2 , em 4 , cm 8, &c. partes 

iguacs, fc terão os polygonos de i6} 
32, 64, &c. lados. 

FIM  DA   PARTE  PRIMEIRA. 
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ELEMENTOS 

GEOMETRIA. 

PARTE SEGUNDA. 
DoMethoâo Geométrico de camparat 

as Vtgnras rectilíneas* 

5jl U E ivt refleclifle no que £ca 
dito a rcfpcico do modo ; 
com que fe chegou a poder 

medir os Terrenos , iicccfíariamcn- 
te devia reparar , que as pofiçóes 
das linhas , refpeito hunias ás ou- 
tras, davam matéria para fazer oi> 
fervaçôes dignas por ii mcfmas de 
attenção, independentemente dauti- 

G ii li- 
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7? ELEMENTOS 

lida de, que delias podia refuítar ria 
prática: c he de prefumir, que citas 
obfcrvaçÕes obrigaram os primeiros 
Geómetras a paflàr a mais nos feus 
defeubri mentos ; porque não he fo- 
mente pela ncceílidadc das coufas, 
que os homens fc determinam a pro- 
cnrallas; muitas vezes a curiolidadc 
he também outro grande motivo pa- 
ra os excitar a novos defeubrimentos. 

O que também contribuiria para 
os progrcílbs da Geometria 3 he o gof- 
to, que naturalmente fc tem da íua 
exactidão rigorofa } fem a qual o cf- 
pirito já mais fc fatisfaz. 

Âílim quando ao medir das fi- 
guras fc vio que cm huma infinida- 
de de cafos os petipes, c femicir- 
cu los não davam os valores das li- 
nhas , ou dos ângulos, fenão pouco 
mais, 011 menos, fc prqcuráram mc- 
thodos , que fiippriíTem ao defeito 
deites inftrumentos. 

Aqui tornaremos ás figuras recti- 
líneas} porem nas operações > que fi- 

zer- 
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DE GEOMETRIA. P. II. 79 
zcrmos para defcubrir as fuás jaftas 
proporções, nao nos ferviremos fe- 
não da regra, e compaífo. 

Succcde muitas vezes que he ne- 
ceíTario ajuntar em huma^ fó figura 
várias outras , que lhe fejam feme- 
lhantcs; ou defmembrar huraa figu- 
ra em outras da mefma efpecie ; o 
que fc pôde fazer , operando logo 
pelos rectângulos , pois que todas 
as figuras rectilíneas nao são fenão 
ajuntamentos de triângulos , e que 
cada triangulo he metade de hum 
re&angulo , que tem a mefma altu- 
ra, e a meJina bafe. 

I. 

Para fe. compararem os rcclan- 
giilos, hc precifo faber reduzir qual- 
quer reclangulo a outro, que tenha 
a mefma fuperficie ; porém que te- 
nha huma altura diíFcrente. Porque 
quando dous rectângulos fe reduzi- 
rem a outros dous da mefma altu- 
ra, eiles nao differiráõ mais que pe- 

las 
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8o ELEMENTOS 

Ias fuás bafes; o maior fera aquelle, 
que tiver a maior bafe, c clle con- 
terá o mais pequeno, do mefmo mo- 
do que a fita bafe conterá a do mais 
pequeno rcclangulo; o que ordina- 

Dons mm- ria mente fc exprime aílím: dous ré- gulos , que AT r 1 
tem a mei- «ângulos j que tem a mefma altu- 
IIW altura, ra, cftam na mefma razão das fuás 
elt.mi   na      j    p 
mefma razão OaiCS. 
das fuás ba- TT 
ks. lU 

Para ajuntar eftes dous rectân- 
gulos não fera precifo mais do que 
pôr hum ao pe do outro. 

íli 

Nem mais difficil íèrá o dimi- 
nuir o menor do maior, 

IV. 

E para repartir hum re&angulo 
em hum numero determinado de re- 
ctângulos ignacs, fera precifo repar- 
tir a fua bafe cm hum femelhante 
numero de partes iguaes ; depois Ic* 

yan^ 
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III, 

Nem mais difficií íèrá o dimi- 
nuir o menor do maior, 

IV. 
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yan^ 
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vantar perpendiculares fobre os pon- 
tos de divisão. 

V. 

Agora proponha-fe o reduzir o 
rc&anguloABCD(EíhinpaVII.Fig. EST. vir. 
i.) cm outro BFEG , que tenha a Maneira de 
mefma fiípcrfície , c que feja a fua "^IgukT 
altura BF, norar-fe-ha que pois que «« ™uo, 
o feu valor fera o produ&o da lua J"!™ áitu» 
altura pela fua bafe, fera' precifo que dada* 
o rcclangulo procurado BFEG, cuja 
altura ferá maior que BC, tenha a 
fua bafe mais pequena que AB j if- 
to hc, que fe BF, por exemplo, he 
duplo de BC, ferá precifo que BG 
não feja fenão metade de AB. 

Sc BF fofle triplo de BG, BG 
não feria fenão o terço de AB. 

Da mefma forte fe verá que fe 
BF, em lugar de conter BC hum 
numero eerto de vezes, o eon ti velfe 
com fracção , como duas vezes, e ■ 
hum terço, o re&angulo BFEG não 
poderia fer igual ao rectângulo AB- 
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8i ELEMENTOS 

EST. m CD, fcm que a ma bafe BG foíTc 
tambcm comprchcndida duas vezes, 
e hum terço na bafe AB. E cm ge- 
ral, fera' fácil de ver que a fim "de 
que dous Cangulos ABCD, BFEG 
fejam iguacs, ferá ncccíTario que a 
bafe BG de hum feja comprehendi- 
da na bafe AB do outro ? como a al- 
tura BG na altura BR 

Logo não ferá precifo mais do 
que dividir a linha AB , de forte 
que AB feja para BG, como BF pa- 
ra BC; o que fe fará, (Parte I. Ar- 
tigo XLI.) tirando a linha FA, e do 
ponto dado C a paralíela CG. 

VI 

seguem*-        Para íc reduzir o reclangnlo AB- 
d«zir hum  ^u (^Jg- -•) em outro rectângulo 
"feuto0,    ?FEG'   We   te"ha  llUma aít»™ da- 
cuja aiturá da 1"B, pódc-fc ufai" de Iiiuiia ma- 
feja dada.     llejra menQS natural fo ^ fl prece- 

dente, porém mais cómmoda. Ten- 
do-fe prolongado AO ate que cila 
encontre cm I a rcfU FEI ? tirada 
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DE GEOMETRIA. P. II. 8j 
pelo ponto F, paralelamente aAB, EST. VII: 
fc tirará a diagonal BI; c pelo pon- 
to O , onde ella encontrará o lado 
DC, fc tirará GOE parallela aFB, 
e o rc&angulo BFEG ferá igual ao 
rcclangulo ABCD. 

Para o provar bailará que de- 
monftrcmos, que tirando-fe dos rc- 
âangiilos ABCD , BFEG a parte 
commua OCBG ? o rc&angulo AD- 
OG igualará o rectângulo EOCF. 

Ora rcfle&indo-fc na igualdade 
dos dons triângulos IBF, IBA, fe 
verá que diminuindo-fc deftes triân- 
gulos quantidades iguacs, os reftos 
ferão iguacs. Mas o triangulo IAB 
fe mudará no rectângulo ADOG, 
diminuindo-fe-lhc os dous triângulos 
IDO, OGB; como também o trian- 
gulo IBF virá a fer o rectângulo 
EOCF , pela diminuição dos dous 
triângulos IEO, OBC, iguaes aos 
dous primeiros. Logo os dous re- 
ctângulos ADOG , EOCF , reftos 

, ferão entre íl 
iguacs, 

dos dous triângulos 
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84 ELEMENTOS 

JEST. vii. iguacs, como também os rectângu- 
los AB CD, BFEG. 

VIL 

Dcmoníira. Eíla fegunda maneira de mudar 
men"^"^ nurn rcéhngulo em outro confirma 
fe Jnuí re. o principio ,  ane  pela primeira fe 
Cangulos       i\       ■* 1 J     •     * são jguaes, luppoe, o qual poderia parecer nao 
a bafe do  fer fundado, fenão emhuma íimplcs 
primeiro lie .    j        * * * 
para  a bafe MdllCCaO. 

SmoTíf.' Da igualdade dos dons rcclan- 
tura^o fel gulos ABCD, BFEG fe tinha con- 
T£XL dllido q"c era neccíTario que AB fof- 
primeiro. fe para BG, como BF para BC; o 

que agora fe pôde provar pelo Ar- 
tigo precedente. 

Porque os triângulos IAB , e 
OGB, fendo manifcíhmente feme- 
Ihantes, a bafe AB do grande fera 
para a bafe GB do pequeno, como 
altura IA para a altura OG, ou co- 
mo BF para BC fuás iguaes. Logo 
AB fera para BG , como BF para 
BC, conforme ao principio do Ar- 
tigo V. 

Do 
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VIII. 

Do mefmo modo de que ufámos EST. VII. 
para demonftrar, que da igualdade 
dos rcaangulos ABCD , BFEG fe 
fcguia que a altura BF era para a 
altura BC , como a bafe AB para 
a bafe BG, fe dcmonítraria também, Se quatro k% 

..   . ~,-.     ^v-.     »has   forem 
que quando quatro linhas BF, BC, "ae

a
$> que 3 

AB, BG forem taes, que a primei- pnmeirafcj* 
2. r t 4.        paraafegun- ra feja para a íegunda, como a ter- da> comoa 

ceira para a quarta ,  o Cangulo, ?«*»*"» 
•       í*» i \     f qu-iw,  o que tiveílc por altura, e por bale a re&mguio 

primeira , c a quarta deltas linhas, —£ 
feria igual ao rectângulo, que tivel- epeia quar- 
fe por altura , e por bafe a fegun- « £■■- 
da , e a terceira. formar peia 

3 fegun da , e- 
TV* pela  tercei- 

ra. 

Quando quatro quantidades, af- Quatro qus- 
f       ^*" i •   i J      *.  ~ 12 T?    tidades, das íim como as linhas precedentes Att< , quaes a prj. 
BC , AB, BG, sáo taes , que a pri- meira iiepa- 

. '     .    ' '       r ,     x ra a fegiinda, 
mcira hc para a íegunda , como a COT10J(eP. 
terceira para a quarta , fe diz que *££J*\* 
pilas  quatro  quantidades  eítam em au que er- 

pro- 
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STemp^ ProP°r^o, ou que dias formam hu- 
rorçáo, ou ma proporção , porque 6 he com- 
ILfpr Prehendido cm 9, da mefma forte 
porção. que 18 he incluído em 27. O mef- 

-hede 15-, 2Si 7U i2SyScc. mo 

X. 
Dos 
termo nnTS*       A Prúneira, c a quarta das qua- 
iiunn Pro- tro quantidades de huma proporção 
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do. 
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xn. 
Sc quatro quantidades forem taes, se o prodi* 

que o produto) das extremas feja f^^ 
igual ao produ&o das medias, citas igual ao 
quatro quantidades eítarão em pro- f^t^S 
porção. ^uatTter" 
*     a vrTT 1I10S *orfliam 

•A.11.U li uma  pro- 
porção. 

He neccíTario reHe£tir muito nos 
dous Artigos precedentes , porque 
são de grande «fo : daqui fe de- 
duz entre outras coufas a demons- 
tração da Regra, que fe chama na 
Arfthmctica a Regra de três. Para Diftofe tira 
darmos huma idéa dcíla regra, uk- J^'4" 
mos de hum exemplo , pois hc a 
mais fimples maneira de nos expli- 
carmos. 

Supponhamos que 24 jornaleiros 
fizeram 30 braças de obra em hum 
certo tempo , pergunta-fc : Quanta 
farão 64 jornaleiros cm igual tem- 
po? 

He evidente que para rcfolver a 
queP 
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££ ELEMENTOS 

«T. vil. qucâao, he precifo achar hum nu- 
mero, que feja para 64, na mefma 
razão de 30 para 24. Ora, fegitndo 
o que temos viíio, cite numero ferá 
tal, queofeu produeto por 24 igua- 
lará o produ&o de 30 por Ó4. Alas 
fcoprodu&o de 30 por 64 hc 1920, 
Jogo o numero procurado ferá aquel- 
k, que fendo multiplicado por 24, 
dará 1920. 

Ora por pouca luz , que fe te- 
nha das operações da Arithmetica, 
facilmente fc percebe que cftc nu- 
mero deve fer o quociente da divi- 
são de 1920 por 24, iífo lie 80. 

«Ve^cíí       Em gCral' Para fe achar ° 4liar- 
o quarto ter- to termo de Iuima proporção ? da 
pltcT qUaI forcm dados ostrcs primeiros, pioporç.10,    r     / /r*    • £   «    ^ ' 
«ia qUai fe  *era ncccííano tomar o produ&o do 

ÍZZT ífmdo ? S do terceiro>c rcPartir 
c.tc produeto pelo primeiro termo 
da proporção. 

XIV. 

Hum exemplo tãoíimples, como 
o que 
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o que efcolhemos , talvez não faça EST. VII. 
baftantemente conhecer a necefTtdade 
do Methodo precedente. A boa ra- 
zão fomente faria achar o numero 
pedido. Bem fe vê que 30 excede 
hum quarto a 24, e que por iíTo he 
necefíario que o numero procurado 
exceda hum quarto a 64, o que nos 
dá 80. Porém ha cafos, nos quaes 
fe poderia gaitar muito tempo a pro- 
curar a relação dos dous primeiros 
números da proporção. 

Por exemplo , quer-fe o quarto 
termo proporcional aos três núme- 
ros iS9 ? 4°7? 483- 

Para efte fe achar pelo methodo 
precedente, hcneceíTario multiplicar 
483 por 407 , e repartir 1965819 

que he o leu produ&o, por 259, o 
que nos dá 759 para o quarto ter- 
mo procurado. 

Se de outra forte fe proctirafTe 
efte termo, talvez que por tentati- 
vas fe achafíe. Bem fe poderia def- 
cubrir, por exemplo, que 148, ex- • 

eef- 
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$o ELEMENTOS 

EST. VII. ceifo de 407 fobrc25'9, contdm qua- 
tro fetimas partes de 25-9; que aífim 
era também precifo ajuntar a 483 
o numero 276, que contém quatro 
das fuás fetimas partes ; porem a 
generalidade , c fegurança do Mc- 
thodo precedente nos livra fcinprc 
do embaraço das tentativas, que até 
feriam inúteis em muitos cafos. 

XV. 
Quando houverem dous quadra- 

dos para ajuntar , a fua addição fc 
fará da meíma maneira da dos dons 
rectângulos, pois que os quadrados 
são rectângulos, cujas alturas, e ba- 
fes são iguaes. Reduzi r-fe-ha pois 
hum dos quadrados, o mais peque- 
no por exemplo, em hum rectângu- 
lo, que tenha o lado do grande por 
altura, c os dons quadrados não fa- 
rão mais do que hum rectângulo. 
Da mefma forte fc poderia dar a al- 
tura do quadrado pequeno a ambos, 
ou qualquer outra á vontade ; mas 

o que 
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o que abfolutamcnte não podíamos EST. vil. 
deixar de nos propor , quando fc 
quizeíTe reduzir dons quadrados a 
hnma fó figura , era o fazer hum 
quadrado igual a outros dons. Pro- 
blema efte, de que era fácil achar a 
foluçao feguinte. 

XVI. 
SupponliamOS   qUC  OS doilS qiia- Fazer lium 

drados ABCD, (Fig. 3.) CBFE,—ou. 
dos quacs fcqtier fazer hum fó qua- tro. 
drado, fejam iguacs entre fi; he fá- 
cil de perceber , que tirando-fe as 
diagonaes AG, c CF, os triângulos 
ABC, e CBF farão ambos o valor 
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02 EI.EMKNTOS 

XVII. 
Fazer hum        Snpponhamos agora que fc quei- 
rírfou- ra f*zer mim quadrado igual á fom- 
tros dous   ma de dons quadrados defiguacs, co- 
ddisuaes*    mo ADG d, (Kg. 4.) CFE/; ou, 

que vem a  fer o mcfmo , que  fe 
queira reduzir afiguraÁDVEfdcm 
hum quadrado. 

Seguindo a idea do methodo 
precedente, fc procurará fc hc pof- 
íivel achar na linha DF algum pon- 
to H, tal, 

i.° Que tirando as linhas AH, 
e HE, c fazendo-fc mover os triân- 
gulos ADH, EFH á roda dos pon- 
tos A, cE, até que cllcs tomem 
as poJiçôcs A d h, Efh, fc ajuntem 
cites dous triângulos cm h. 

2.0 Que os quatro lados AH, 
HE, E /?, /; A íejam iguacs > c per- 
pendiculares huns aos outros. 

Ora cite ponto H fc achará y fa- 
zendo DH igual ao lado CF , ou 
EFj  porque da igualdade fuppofta 

cn- 

<JZ 

JíST. vn. 

Fazer Iium 
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entre DH, eCF, primeiramente íc EST. VII. 
fcgiic, que fazendo-fc gyrar ADH 
á roda do fen angulo A , de forte 
que fc lhe de a pofiçao A àh, o pon- 
to H chegando a h, cftará diftante 
do ponto C de hum intcrvallo igual 
a DF. 

Da mefma igualdade fuppofta 
entre DH, c CF fc fcgiic também, 
que HF igualará DC; c que aíTim 
o triangulo EFH , gyrando á roda 
de E para tomar a poíiçao Efh, o 
ponto H chegará ao mcfmo ponto 
b, diftante de C, de hum intcrval- 
lo igual a DF. 

Logo a figura ADFE d/ficará 
reduzida a huma figura de quatro 
lados AHE& Não falta mais fe- 
nao vermos fc os quatro lados ferao 
iguaes, e perpendiculares huns aos 
outros. 

Ora a igualdade  deites quatro 
lados hc evidente, pois que A />, c 
h E são os mefmos que são AH, c 
HE ; e a igualdade deftes dous ul- 

Hii ti- 
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94 ELEMENTOS 

EST. VII. timos fe tirará de que DH, fendo 
igual a CF, ou a FE, os dous triân- 
gulos ADH, HEF ferão iguaes, c 
femelhantes. 

Não nos relia fenao ver fe os 
lados das figuras AHE h forma- 
rão ângulos rectos ; do que facil- 
mente nos certificaremos, notando, 
que em quanto HAD voltar á ro- 
da de A para chegar a hAd, fe- 
ra precifo que o lado AH faça o 
mefmo movimento, que faz o lado 
AD. Ora o lado AD fará hum an- 
gulo recto DA d , mudando-fe cm 
A d. Logo o lado AH fará também 
hum angulo recto HA/? , vindo a 
fer A/;. 

Quanto aos outros ângulos H, 
E,ã, hc bem viíivel que ellcs ferão 
iiccelTariamcnte rectos ; porque não 
ferá poffivcl que huma figura termi- 
nada por quatro lados Jguacs tiveíTe 
hum angulo recto, fem que os ou- 
tros foílem igualmente rectos. 

Se 
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XVIIL 

Sc fc obfcrvar que os dous qua- 
drados ADCi, CFE/ são feitos, 
hum fobre AD, lado mcdio do trian- 
gulo ADH ,. c o outro fobre LF, 
igual a DH, lado menor do mcfmo 
triangulo ADH; e que o quadrado 
AHE/?, igual aos outros dous, hc 
defcripto fobre o lado maior AH, 
que ordinariamente fc chama a hy- 
pothenufa do triangulo rc£hingnlo, 
fe defeubrirá cita famofa propriedade 
dos triângulos  reftangulos , que o 
quadrado- da hypothcnufa hc igual 
d fomma dos quadrados conftrmdos 
fobre os outros dous lados. 

XIX. 
Logo quando de dous quadrados 

HDKL, (Fig. 5-. e 6.)ABCD fe 
quizer fazer hum fomente, fera dei- 
ncccíTario de os pôr hum ao pé do 
outro para os reduzir a hum fó, co- 
mo fc fez no Artigo XVII. Baftará 

por 

EST. vit. 

A hypotlie* 
nufa de hum 
triangulo re- 
dangulo, he 
o   feu   lado 
maior : e o 
quadrado 
feito rtoreP- 
te lado, h« 
igual á fom« 
nia doi qua- 
drados fei- 
tos pelos ou« 
tros dous la- 
do». 

De dond« fe 
tira hum 
inodo fim- 
pies de redu- 
zir dous qua- 
drsdos a foi» 
fomente. 
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XVIIL 

Sc fc obfcrvar que os dous qua- «T. va- 
diados ADCi, CFE/ são feitos, 
hum fobre AD, lado médio do trian- 
gulo ADH ,. c o outro fobre EF, 
imitai a DH, lado menor do mcfmo 
triangulo ADH; e que o quadrado 
AHE/7, igual aos outros dous, hc 
defcripto fobre o lado maior AH, 
qnc ordinariamente fc chama a hy- Jjgjjft* 
pothcnufa  do triangulo rectângulo, tr5nn&-ui0 re. 
fedefeubrirá cfta famofa propriedade ^uvhe 
dos triângulos rectângulos , que o maior. c o 
quadrado da hypothcnufa hc igual ^^ 
á fomma dos quadrados conítruidos t« ia<io, h« 
fobre os outros dous lados. SAÍ^ 

drados f«- 
A1A. tos pelos ou- 

troj dous la« 
Logo quando de dous quadrados do». 

TTDKL   (Tis. <• e 6.) ABCD fe DC donde fe 
quizer fazer hum fomente, leraaei- inodo fim. 
neceflario de os pôr hum ao pé do v\****** iií,^^iiuayy   V*L, r i zir dous qua- 
outro para os reduzir a num 10, eo- drados a hfi 

mo fc fez no Artigo XVII. Baterá tente. 
por 
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q6 ELEMENTOS 

EST. vii. pôr os ícus lados AD , DH, ( Fig. 
7.) de forte que ellcs façam hum 
angulo recto , e tirar depois a li- 
nha AH, porque então cita linha 
fera o lado do quadrado procurado 
AH1E. 

XX. 

se os lados Sc houvelTe duas figuras femelhan- 
t:X\t tes DAFGM , (Fig. 8. c 9.) DH- 
&uiguio fer- PON, c que ic propuzeiTc de fazer 
virem de ba-   i»t t r r   * 
íesatres n- delias a terceira igual cm íuperíicie 
piras reme. ^s ^uas juntas ? bailaria pôr as ba- 
piW, is rê fes A D, HO deitas duas figuras fo- 
fizer lobre a j^-ç   QS   ^Qlls   JadoS    de   hlllll   angulo 
fa, ieriiguai rc£lo ADH, (Fig. 10.) e a hypothe- 
A«out™   Iinfa AH do triangulo ADH feria 

a bafe da figura pedida. 
Para darmos a razão difto, coníl- 

derem-fe os quadrados ABCD 7 DH- 
KL, AHIE feitos pelas bafes das 
tres figuras femelhantes , e logo fe 
vera pelo Artigo XVIII. que o qua- 
drado AHIE fomente valerá pe- 
los outros dons quadrados ABCD y 

DH- 
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DHKL. Ora as figuras femclhantes EST. vil> 
são entre fi como os quadrados dos 
feus lados homólogos. (Parte LArt. 
XLVII.) Logo os quadrados AB- 
CD, DHKL, AHIE fe acham fer 
as mefmas partes das figuras DAF- 
GM, DHPON, AHQRS. 

Do  que  fc fegue que  a figura 
AHQRS valera tanto, como as ou- 
tras duas. Supponhamos, por exem- 
plo , que cada hum dcfl.es quadra- 
dos fofle a merade da figura, em que 
elic foíTc comprchendido, ninguém 
duvidaria que a figura AHQRS não 
fofle igual ás outras duas, pois que 
a fua metade valeria tanto ,  como 
as  metades  das duas figuras DH- 
PON, DAFGM. Da mcfma forte 
feria, fe os quadrados ARCD , DH- 
KL, ÀHIE foíTem terços, quartos, 
&c. das figuras DAFGM, DHPON,    , 
AHQRS. XXL 

Se fe propuzefíe o ajuntar três, Retó v* 
*    -r r íi . ^,,    nas   t>gU'3S quatro , &c. figuras íemcLhantes, ou, fcinelhanK$ 

^ que 
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9$ ELEMENTOS 
*ST. vir. qile vcm a fer 0 mefm0j t 

JJ£" *" tm; &c« quadrados, o methodo fe- 
ria fempre omefmo. Querendo, por 
exemplo, ajuntar tres, far-fe-hia pri- 
meiramente hum quadrado igual aos 
dous primeiros; depois a cite novo 
quadrado fe lhe ajuntaria o tercei- 
ro , c aflim fe teria hum quadrado 
igual aos tres quadrados propoftos. 

XXIL 

Do que fç legue, que propon- 
do-ie de fazer hum quadrado , qUe 
ieja finco, leis, &c. vezes maior do 
que outro, bailaria feguir o metho- 
do precedente para refolver cite Pro- 
blema , e ainda ás avcíTas, iífo hc, 
para fazer hum quadrado, que fof- 
Icíomcntc a quinta^ fexta, &c. par- 
te de hum quadrado propoflo; o que 
fimplesmcnte demandaria o lembrar- 
fe do modo de achar a quarta pro- 
porcionai a tres linhas dadas ; po- 
rem na terceira Parte deita Obra da- 
remos hum methodo mais dircclo, 

e mais 
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e mais commodo para refolver efta EST. VII. 
forte de Problemas. 

XXIII. 
A addiçáo das figuras femelhan- 

tes ferve para huma prova deciúVa 
da neceífídade de fe abandonarem 
os petipés, quando fe querem fazer 
as operações de hum modo, que fe 
poífa demonftrar rigoroíàmente. 

Supponhamos, por exemplo, que 
fe tivcíFc para fazer hum quadrado 
duplo de outro ; aquclles , que não 
foubeíTem o methodo dado no Arti- 
go XVI. fe haveriam niíto vcrifimil- 
mente da maneira feguinte. 

Dividiriam o lado do quadrado ? 
que lhes deíTem cm hum grande nu- 
mero de partes, em 100 partes por 
exemplo; depois multiplicando 100 
por 100 , achariam 10000 para o 
valor do quadrado , o que daria 
20000 para o do quadrado pedido. 

Porém do valor deite não tira- 
riam o modo de o deferever ; fe- 
ria precifo que tivefíem o feu lado 

ex* 
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ioo        ELEMENTOS 

EST. vn. exprimido por hum numero, e que 
cftc numero foJTe  tal , que multi- 

oprodiiíio, pi içado por íi mefmo, iíto he, qua- 
rjiS- drando-o, o produto déíTc 20000. 
caqão dehú       Ora cftc numero , de que clles 
numero por >r ^ * íi merino f  preciiavam, em vao o procurariam 
í« o quadra- Cm hum petipé, cujas partes foílem 
do deite mi- r 111       1 . 
mero. ccnteiímas do iado do primeiro qua- 

drado; porque 141 multiplicado pot 
íi mefmo, daria 19881; c 142 da- 
ria 20164 ; o que fc apartaria de 
luima, c outra parte do numero, que 
ellcs deviam achar. 

Talvez cuidariam que repartin- 
do o lado do quadrado propofto em 
mais de 100 partes, achariam hum 
numero determinado   deitas   partes 
para o lado do quadrado duplo do 
primeiro; mas por mais provas que 

A raiz de   fizcfTcm , lèmpre achariam que cm 
írirôlíu- rá° procuravam dons números, hum 
mero, que dos quacs cxprimiíTc o lado; 011, fe- 
do 'por^fi  gundo a linguagem ordinária, a raiz 
mefmo, dt de hum quadrado, e o outro o lado, 

'" 011 a raiz do quadrado duplo. 
Com 
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XXIV. 

Com cffeito na Arithmctica  fc 
demonítra que fc dons números não 
são multíplices hum   do  OUtrO,   ífto Hum nume- 
hc, fe hum não contém o outro hum ££;££ 
numero certo de vezes, o quadrado iro, quan- 
do maior nem por iflb fera mui ti- ^"t%* 
pi ice do quadrado do mais pequeno, rias vezes 
Affim s , por exemplo, não ic po- £aamen' 
dendo repartir exactamente por 4, 
o feu quadrado 25- também fc não 
poderá repartir por 16 quadrado de 4, 

Aflím quadrando-fe dons núme- 
ros , hum dos quacs feja maior do 
que o outro; c que não obftantc fe- 
ja menor do dobro dcllc , fahira'6 
por cita operação outros dons núme- 
ros , hum dos quacs fera menor do 
que o quádruplo do outro ; porém 
fem qucpoíTa ferduplo, nem triplo. 
Logo ainda que fc divida o lado de 
hum quadrado em tal numero de 
partes que fc quizer, o lado do qua- 
drado duplo , que, fegundo o que 

fc 

te. 
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Affim s > Por exemplo, não ic po- e: 

dendo repartir cxa&amcntc por 4, 
o feu quadrado 25- também fc não 
poderá repartir por 16 quadrado de 4, 

Affím quadrando-fe dons núme- 
ros , hum dos quacs feja maior do 
que o outro; c que não obftantc fe- 
ja menor  do dobro dcllc , fahirao 
porefta operação outros dons núme- 
ros , hum dos quacs fera menor do 
que o quádruplo do outro ; porém 
fem qucpoíTa ferduplo, nem triplo. 
Logo ainda que fc divida o lado de 
hum quadrado em tal numero  de 
partes que fc quizer, o lado do qua- 
drado duplo , que, fegundo o qtic 
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102        ELEMENTOS 

EST. vn. fc demonítrou no Artigo XVI, fera 
a diagonal deite quadrado, não con- 
terá hum numero exacto deitas mef- 
mas partes; o que na linguagem dos 
Geómetras fe exprimiria, dizendo , 

o lado de  que o lado do quadrado, e a fua dia- 
hum quadra- i     *      . x r do, e a fua gonaí sao in com menf tiráveis. 
diagonal *ão 
jncommen- A A V • 
furáveis. 

outras K- Também fe pôde notar que ha 
«ha inemn- muitas outras linhas , que não tem 

aJgiima medida comraua. 
Porque eferevendo-fe as duas feries 

I)2)3J4) í) óJ 7? 8, 9,&c. 
I?4j9)i6,25',3é,49,Ó4,8i?&e. 
a primeira das quaes exprime os 
números naturaes, e a outra os feus 
quadrados , fe vera' que affim co- 
mo os números , que efti verem en- 
tre 4 , e<?, entre <>, e 16, entre 
16, e 25- , &c. não terão alguma 
raiz, aílim também os lados de dons 
quadrados, hum dos quaes feja tri- 
plo, ou quintuplo, ou fextuplo, &c. 
do outro, ferão entre â incommen- 
furaveis. De 
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TDE GEOMETRIA- P. II. 103 

XXVI. 

De ferem varias linhas incom- EST. vir. 
menfnraveis com outras, poderia naf- 
ecr alguma fufpeita fobre aexadlidao 
das propofiçdes , que nos ferviráo 
para provar a proporcionalidade das 
figuras femelhantes. Já fc vio que ao 
comparar cftas figuras (Parte I Ar- 
tigo XXXIV, e fegg.) fempre firp- 
piizcmos que cilas tinham hum pe- 
tipé ,  que igualmente podia fervir 
para fc medirem todas as* fuás par- 
tes, cuja fuppofição parece que ago- 
ra fc devia limitar por conta do que 
aflima diffemos. Heprccifo pois que 
tornemos atras,  e que examinemos 
fc as noílas propoíiçocs, para ferem 
certas, neccifitam por ú mcfmas de 
algumas modificações. 

XXVII. 

Tornemos ao que fe diíTe no Ar- 
tigo XXXIX. da primeira Parte, e 
vejamos fc he cxa&amentc verdade 

que 
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io4 ELEMENTOS 

EST. VII. que os triângulos tacs como a b c 
(Fig.^n. e 12.) ABC, cujos ângu- 
los são os mefmos, tenham os feus 
lados proporcionaes. Supponhamos, 
por exemplo, que abafe do primei- 
ro feja a b , e a do fegundo huma 
recla AB > igual á diagonal de hum 
quadrado, que tenha por lado ab, 
e nefta íhppoíiçáo inveítiguemos fc 
a proporção de AG para a c íerá co- 
mo a de AB para ab. 

Ainda que , fegundo o que te- 
mos vifto , por maior que folTe o 
numero de partes , que arbitraria- 
mente fe fiippuzeíTem em ab, AB, 
já mais poderia comprchender hum 
numero certo deitas partes ; he não 
obíbnte fácil de perceber, que quan- 
to cite numero for maior, mais AB 
fc approximará a fer medido ex- 
actamente pelas partes de a b, Sup- 
ponhamos ab dividido cm ioo par- 
tes ; o qne AB comprehcnderá def- 
tas partes, fe achará entre 141, c 
142. (Artigo XXIII.) Canrcntemo- 

nos 
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DE GEOMETRIA. P. II. ic? 
nos das 141? c deixemos o pequeno EST. vir. 
refto.   Claro cftá (Parte I.  Artigo 
XXXIX.) que AG conterá também 
141 cias partes de ac. 

Supponhamos depois ab repar- 
tido cm 1000 partes , o que AB 
conterá das partes de a b , fera en- 
tre 1414? c 1415: tomemos fomen- 
te as 1414, c deixemos também o 
refto ; achar-lc-ha da mcfma forte 
que AC conterá 1414 das mi lídi- 
mas partes de ac\ c que em geral 
AC conterá fempre tantas partes de 
a c com hum refto , como AB conte- 
rá das partes de a b com hum refto. 

Demais, cftes reftos , como te- 
mos obfcrvado , feríto de huma, c 
outra parte tanto mais pequenos, 
quanto o numero das partes de ab 
for maior. Logo fera permittido de 
os abandonar, imaginando-fc a di- 
visão de ab levada até o infinito; 
e poder-fe-ha então dizer, que o nu- 
mero de partes de a c, que AC com- 
prehender , igualará o numero de 

par- 
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io6        ELEMENTOS 

EST. VII. partes de ah , que A13 contiver; e 
que aíSm AC fera para a c ? como 
ÃB para ab. 

os triangu- Temos pois rigo roía mente de- 
s°mà5

efeme-" monltrado, que quando dons trian- 
ihantes tem pulos tem os mcfmos anmilos, clles 
os feus lados ° r i    1 • c proporcio-   tem os ícus lados proporcionaes ? íc- 
naes, ainda ja  qllc os fcus J^dos   tenham huma 
quando eíles /• »  * v 
lados siioin- medida commua, ou que a nao tc- 
ra°veiTe,lf""    nIlíim* 

A propoíição (Part. I. Art. XLV.) 
donde fe  tira  a proporcionalidade 
das linhas ? que corrcípondem hn- 
mas ás outras nas figuras femelhan- 
tes, da mefma forte fc juítificaria. 

XXVIII. 

Com razoes femelhantes fc ve- 
rá y que as propofíçóes explicadas 
nos Artigos XL1V, c XLVIL da 
primeira Parte, onde fc dcmonftrou 
que as áreas dos triângulos , e das 

E eíhs figu- figuras femelhantes tem entre íi a 
ras são fem- r ^ 
pre entre fi, meíma proporção, que tem os qua- 
como os   drados dos feus lados homólogos* 
quadrados °^,    ' 

sao 
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DE GEOMETRIA. P. II. 107 
são lemprc cm geral verdadeiras, EST. vil. 
ainda quando os lados deitas figuras Jj*£j* 
são incommenfuráveis. 

Tomemos por exemplo os triân- 
gulos femelhantes ABC, ah c, dos 
quaes íupporemos as alturas incom- 
fnenfuraveis com as fuás bafes; nelle 
cafo não haverá quadrado algum, 
por pequeno que feja, que polTa fer- 
yir de medida commua a eftes tri- 
ângulos , e aos quadrados feitos fo- 
bre as fuás bafes; ifto he, as áreas 
abe, eabde ferao entre íi incom- 
menfnravcis $ como também as áreas 
ABC , c ABDE ; porém não fera 
menos certo, que o triangulo ABC 
feri para o quadrado ABDE, como 
o triangulo àbc para  o quadrado* 
ab de. 

Do que nos certificaremos, ob- 
fervando que quanto mais fc fuppu- 
açrem fer pequenas as partes do pe- 
tipé , de que nos fervirmos para me- 
dir AB, e CK, tanto mais nos ap- 
roximaremos a ter os números j que 
r I cx^ 

t>E GEOMETRIA. P. II. 107 
SAO femprc cm geral verdadeiras, EST. vá.* 
ainda quando os lados deitas figuras £j*£jj 
são incommenfuráveis. sos. 

Tornemos por exemplo os triân- 
gulos femelhantes ABC, abe, dos 
quaes iupporemos as alturas incom- 
menfuraveis com as fuás bafes; nefte 
cafo não haverá quadrado algum, 
por pequeno que feja, que polia fer- 
yir de medida commua a eftes tri- 
ângulos , e aos quadrados feitos fo- 
bre as fuás bafes; iíto he, as áreas 
abe, e abde ferao entre íi incom- 
menfuraveis j como também as áreas 
ABC , c ABDE ; porém não fera 
menos certo, que o triangulo ABG 
fera para o quadrado ABDE, como 
o triangulo àbc para  o cjiiadradç» 
abcle. 

Do que nos certificaremos, ob- 
fervando que quanto mais fe fuppu* 
xerçm fer pequenas as partes do pe- 
ripe, de que nos fervirmos para me* 
dir AB,cCK, tanto mais nos ap- 
roximaremos a ter os números j que 
r I cx^ 

t>E GEOMETRIA. P. II. 107 
SAO femprc cm geral verdadeiras, EST. vá.* 
ainda quando os lados deitas figuras £j*£jj 
são incommenfuráveis. sos. 

Tornemos por exemplo os triân- 
gulos femelhantes ABC, abe, dos 
quaes iupporemos as alturas incom- 
menfuraveis com as fuás bafes; nefte 
cafo não haverá quadrado algum, 
por pequeno que feja, que polia fer- 
yir de medida commua a eftes tri- 
ângulos , e aos quadrados feitos fo- 
bre as fuás bafes; iíto he, as áreas 
abe, e abde ferao entre íi incom- 
menfuraveis j como também as áreas 
ABC , c ABDE ; porém não fera 
menos certo, que o triangulo ABG 
fera para o quadrado ABDE, como 
o triangulo àbc para  o cjiiadradç» 
abcle. 

Do que nos certificaremos, ob- 
fervando que quanto mais fe fuppu* 
xerçm fer pequenas as partes do pe- 
ripe, de que nos fervirmos para me* 
dir AB,cCK, tanto mais nos ap- 
roximaremos a ter os números j que 
r I cx^ 

t>E GEOMETRIA. P. II. 107 
SAO femprc cm geral verdadeiras, EST. vá.* 
ainda quando os lados deitas figuras £j*£jj 
são incommenfuráveis. sos. 

Tornemos por exemplo os triân- 
gulos femelhantes ABC, abe, dos 
quaes iupporemos as alturas incom- 
menfuraveis com as fuás bafes; nefte 
cafo não haverá quadrado algum, 
por pequeno que feja, que polia fer- 
yir de medida commua a eftes tri- 
ângulos , e aos quadrados feitos fo- 
bre as fuás bafes; iíto he, as áreas 
abe, e abde ferao entre íi incom- 
menfuraveis j como também as áreas 
ABC , c ABDE ; porém não fera 
menos certo, que o triangulo ABG 
fera para o quadrado ABDE, como 
o triangulo àbc para  o cjiiadradç» 
abcle. 

Do que nos certificaremos, ob- 
fervando que quanto mais fe fuppu* 
xerçm fer pequenas as partes do pe- 
ripe, de que nos fervirmos para me* 
dir AB,cCK, tanto mais nos ap- 
roximaremos a ter os números j que 
r I cx^ 



joS        ELEMENTOS 

y$T. vii. exprimirão a proporção de ABC pa- 
ra ABDE. Logo dividindo fcmpre 
o petipé do triangulo abe no mef- 
mo numero de partes, e abandonan- 
do os reftos , fe verá que os mef- 
mos números ferviráó fcmpre para 
exprimir a razão do triangulo ABC 
para o quadrado ABDE, e a do tri- 
angulo abe para o quadrado abde. 
Imaginemos que a divisão dos peti- 
pés leja infinita, e ver-fc-ha que os 
ícftos viráó a fer abíòiutamentenada j 
e poder-fe-lia dizer , que os núme- 
ros, que exprimirem a razão do tri- 
angulo abe para o quadrado abde, 
exprimirão tambem a razão do tri- 
angulo ABC para o quadrado AB- 
DE ; e que da mefma forte o trian- 
gu lo a b c fera para o quadrado abde, 
como o triangulo ABC para o qua- 
drado ABDE. 

O mefmo fera de todas as mais 
figuras femelhantes. 

fiw DA PARTE SEGUNDA. 

ELJ> 
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ELEMENTOS 

GEOMETRIA. 

PARTE TERCEIRA. 
Da medição das Figuras circulares; 

e das fuás propriedades, 

EPOIS de fe ter chegado a 
medir toda a forre de figu- 
ras reítilincas, fe quiz tam- 

bém ter o modo de determinar aquel- 
las, que fe limitam- cm linhas cur- 
vas. Os terrenos, e em geral os ef- 
paços, que fc intentam medir, não 
são fempre terminados por linhas re- 

I u Mui- 

10? 

ELEMENTOS 

GEOMETRIA. 

PARTE TERCEIRA. 
Da medição das Figuras circulares; 

e das fuás propriedades, 

EPOIS de fe ter chegado a 
medir toda a forte de figu- 
ras reítilincas, fe quiz tam- 

bém ter o modo de determinar aquel- 
las, que fe limitam- cm linhas cur- 
vas. Os terrenos, e em geral os ef- 
paços, que fe intentam medir, não 
são fempre terminados por linhas re- 

I u Mui- 

10? 

ELEMENTOS 

GEOMETRIA. 

PARTE TERCEIRA. 
Da medição das Figuras circulares; 

e das fuás propriedades, 

EPOIS de fe ter chegado a 
medir toda a forte de figu- 
ras reítilincas, fe quiz tam- 

bém ter o modo de determinar aquel- 
las, que fe limitam- cm linhas cur- 
vas. Os terrenos, e em geral os ef- 
paços, que fe intentam medir, não 
são fempre terminados por linhas re- 

I u Mui- 

10? 

ELEMENTOS 

GEOMETRIA. 

PARTE TERCEIRA. 
Da medição das Figuras circulares; 

e das fuás propriedades, 

EPOIS de fe ter chegado a 
medir toda a forte de figu- 
ras reítilincas, fe quiz tam- 

bém ter o modo de determinar aquel- 
las, que fe limitam- cm linhas cur- 
vas. Os terrenos, e em geral os ef- 
paços, que fe intentam medir, não 
são fempre terminados por linhas re- 

I u Mui- 



no        ELEMENTOS 

Muitas vezes as figuras curvilí- 
neas , e as figuras mixtilincas , iíto 
hc, aquellas, qnc são terminadas por 
linhas rcclas , e por linhas curvas, 
fe podem reduzir a figuras inteira- 
mente re&ilineas, comojádiíTemos; 
porque havendo para fe medir hu- 
ma figura tal , como ABCDEFG , 

EST. vai. (Eftampa VIII. Fig. i.) fe poderia to- 
mar o lado AD por hum ajunta- 
mento de duas, tres, &c. linhas re- 
ctas ;- c fttbftitumdo depoís a re&a 
FD á curva FDE, fe teria a figura 
rc&ilinea ABCDEFG , a qual dif. 
feriria tão pouco da figura mixtili- 
nca , que fe poderia tomar huma 
por outra fem erro fenfivcL 

Opcrar-fe-hia pois fobre eftas fi- 
guras , fegundo os methodos prece- 
dentes. Mas os Geómetras de ne- 
nhuma maneira fe accommodaríam 
com cita forte de operações ; clles 
querem fomente as que são rigoro- 
fas» Demais, ha taes cafos, em que 
a transformação de huma figiira enr? 

vi-» 
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DE GEOMETRIA'. P. III. nt 
vilinca , ou mixtilinca, cm huma fi- EST. VIIí. 
giira inteiramente reclilinca, deman- 
daria que fe rcpartiíTe o feu contor- 
no cm tão grande numero de partes, 
que então o methodo commum feria 
impraticável; c ninguém fc tentaria 
a fcguiilo , tendo para medir hum 
cfpaço tal como Z, (Fig. 7) ou o 
circulo inteiroX; (Fig. 3.) feria pre- 
cifo feguir outro methodo para fc 
achar amedidadetacscfpaços. Aqui 
fomente trataremos daquelles , que 
tem os feus contornos terminados 
por arcos de. circulo, 

I. 

Supponhamos que haja para me- 
dir a área do circulo X. (Fig. 3.) 
Obfervc-fe , que infcrcvendc-fe-lhc 
hum polygono regular ABCDE, &a 
quantos mais lados cite polygono 
tiver , mais fe approximara a fer 
igual ao circulo. • Ora temos viíto 
que a área deita figura (Parte I. Art. 
XXII.) hc igual a tantas vezes o pro- 
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lia ELEMENTOS 

tst. vm, dn&o do lado BC por a metade do 
apothema AH , como o polygono 
tem de lados ; ou , que lie o mef- 
mo , que efta área tem por medida 
o produ&o do contorno inteiro BC- 
DE, &c. por metade do apothema. 
Logo ? pois que levando até o infi- 
nito o numero dos lados do poly^ 
gono, a íua a'rea, o feu contorno, 
o feu apothema igualarão a área, o 
contorno, c o radio do circulo ; a 
medida do circulo fera o produeto 
da íua circumferencía por a metade 
do feu radio. 

A medida 
<Io circulo 
he o produ- 
to di Au 
circumfcrõ- 
cia por ame- 
tade do feu 
vadio. 

A   área   do 
circulo he 
igual a hum 
triangulo , 
que tem por 
altura o ra- 
çHo , e por 
bafe   huma 
recta igual á 
c;rcumferçr 
cia. 

Ií. 

Do que fe fegue, que a íuper- 
íície de hum circulo BCD (Fig. 4.) 
he igual á de hum triangulo ABL, 
a altura do qual feria o radio AB, 
e a bafe huma refta BL igual á cir- 
cumfcrencia. 

III. 

Náo fe trata pois fenao de ter 
o ra- 
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DE GEOMETRIA. P. III. ir$ 
o radio, e a circumferencia. A ref- EST. VIU, 
peito do radio, efte hc fácil de me- 
dir; porém não hc o mefmo da cir- 
cumferencia : não obftantc para fe 
ter a íua medida, póde-fe envolver 
o circulo com hum fio , o que cm 
muitas occafiôes he fufficiente para 
a prática. 

Porque ate agora não fc pode 
chegar a medir geometricamente a 
circumferencia do circulo , ifto he, 
a determinar a razão, que ella tem 
com o fen radio. Acha-fe efta razão 
perto de centenas de milhares de mi- 
lhares, eaté fc lhe approxima quan- 
to fequer, fem que ella com ifto fe 
poíTa determinar rigorofamente. 

IV. 

A approximação mais fímples, 
que fe tem achado, hc a que temos 
de Archimcdes. Tendo o diâmetro Tendo odi- 
7 partes ,  o  que  a  circumferencia partes, acir- 
contém deitas partes, he entre 21, ™f ™™ 

de 22. 
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ii4        ELEMENTOS 

EST. viu. c 22 ; c fabe-fe que cila fe approxí- 
ma muito mais a 22, do que a:if 

V. 
No mais he evidente, que  fe 

certamente íc foubeífe a razão, que 
huma fó circumferencia tem com o 

A» ctroim- leu radio, fe faberia a de todas as 
dos círculos mais circumrcrencjas   com os leus 
*so ««re n rádios ,   devendo efta razão  fer a 
feus ndin*. mefma cm todos os círculos.  Eira 

propoíiçao parece tão fim pies ,  que 
não ha ncceííidade de ademonítrar; 
pois fe vc que quaesquer que fof~ 
fem as operações ,  que fe fizcíTcm 
para   medir huma  circumfcrcncia , 
fervindo-fc das partes do feu radio., 
feria precifo que fe fízcíTem as mef- 
mas para medir qualquer outra cir- 
cumfcrcncia , c que a/Hm fe lhe acha-? 
ria o meímo numero de partes do 
feu radio. 

VI, 

He evidente que os cireulos tem 
tam- 
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também a propriedade geral de to* EST. vitf; 
das as figuras femelhantes; (Parte 
I. Art. XLVIL) quero dizer , que 
as fuás fuperíicics eftam na mefrna 
proporção ] cm que citam os quadra^ 
dos dos feus lados homólogos; mas 
como para fe applicar ejfo propofi- 
çáo aos círculos fenãb poderão to- 
mar os feus lados, fera precífo fer- 
virmo-nos dos rádios, centão fc ve- A«4r«idof 

. J, r / círculos sãí> 
ra' que os círculos terão as luas arcas rroporcio- 
proporcionaes aos quadrados dos feus ";™r™0's 
radiOS. dos feus ra- 

Se á primeira viria parecer que ú'^- 
eíla propofiçao fc não deve deduzir 
do que diíTcmos no Artigo XLVIL 
da primeira Parte, c fe queira hu- 
ma particular dcmonfiração, fc no^ 
te, que abfolntaracnte viria a fer o 
mcfmo a comparação das arcas dos 
doiis círculos BCD, (Fig. 4. c ?.) 
EFG y ou as dos triângulos ABL, 
AEM, que lhes feriam igiiacs, (Art. 
Ií.) fuppondo que as fuás bafes BL, 
e EM foíTem defenvolvidas das chv 

cum- 

r 
DE GEOMETRIA. P. III. n^ 

também a propriedade geral de to* EST. vitf; 
das as figuras femelhantes; (Parte 
I. Art. XLVIL) quero dizer , que 
as fuás íuperficies eftam na mefrna 
proporção ] cm que cftam os quadra^ 
dos dos feus lados homólogos; mas 
como para fe applicar ejfo propofi- 
çao aos círculos fenãb poderão to- 
mar os feus lados, fera precífo fer- 
virmo-nos dos rádios, centão fc ve- A«4r«idof 

. J, r / círculos sàt> 
ra' que os círculos terao as luas arcas proporcio- 
proporcionaes aos quadrados dos feus ";™r™0's 
radiOS. dos feus ra- 

Se á primeira viíta parecer que ú'^- 
eíla propofiçao fc não deve deduzir 
do que diíTcmos no Artigo XLVIL 
da primeira Parte, c fe queira hu- 
ma particular dcmonfiração, fc no^ 
te, que abfolntaracnte viria a fer o 
mcfmo a comparação das arcas dos 
doiis círculos BCD, (Fig. 4. c ?.) 
EFG y ou as dos triângulos ABL, 
AEM, que lhes feriam igiiacs, (Art. 
Ií.) fuppondo que as fuás bafes BL, 
e EM foíTem defenvolvidas das chv 

cum- 

r 
DE GEOMETRIA. P. III. n^ 

também a propriedade geral de to* EST. vitf; 
das as figuras femelhantes; (Parte 
I. Art. XLVIL) quero dizer , que 
as fuás íuperficies eftam na mefrna 
proporção ] cm que cftam os quadra^ 
dos dos feus lados homólogos; mas 
como para fe applicar ejfo propofi- 
çao aos círculos fenãb poderão to- 
mar os feus lados, fera precífo fer- 
virmo-nos dos rádios, centão fc ve- A«4r«idof 

. J, r / círculos sàt> 
ra' que os círculos terao as luas arcas proporcio- 
proporcionaes aos quadrados dos feus ";™r™0's 
radiOS. dos feus ra- 

Se á primeira viíta parecer que ú'^- 
eíla propofiçao fc não deve deduzir 
do que diíTcmos no Artigo XLVIL 
da primeira Parte, c fe queira hu- 
ma particular dcmonfiração, fc no^ 
te, que abfolntaracnte viria a fer o 
mcfmo a comparação das arcas dos 
doiis círculos BCD, (Fig. 4. c ?.) 
EFG y ou as dos triângulos ABL, 
AEM, que lhes feriam igiiacs, (Art. 
Ií.) fuppondo que as fuás bafes BL, 
e EM foíTem defenvolvidas das chv 

cum- 

r 
DE GEOMETRIA. P. III. n^ 

também a propriedade geral de to* EST. vitf; 
das as figuras femelhantes; (Parte 
I. Art. XLVIL) quero dizer , que 
as fuás íuperficies eftam na mefrna 
proporção ] cm que cftam os quadra^ 
dos dos feus lados homólogos; mas 
como para fe applicar ejfo propofi- 
çao aos círculos fenãb poderão to- 
mar os feus lados, fera precífo fer- 
virmo-nos dos rádios, centão fc ve- A«4r«idof 

. J, r / círculos sàt> 
ra' que os círculos terao as luas arcas proporcio- 
proporcionaes aos quadrados dos feus ";™r™0's 
radiOS. dos feus ra- 

Se á primeira viíta parecer que ú'^- 
eíla propofiçao fc não deve deduzir 
do que diíTcmos no Artigo XLVIL 
da primeira Parte, c fe queira hu- 
ma particular dcmonfiração, fc no^ 
te, que abfolntaracnte viria a fer o 
mcfmo a comparação das arcas dos 
doiis círculos BCD, (Fig. 4. c ?.) 
EFG y ou as dos triângulos ABL, 
AEM, que lhes feriam igiiacs, (Art. 
Ií.) fuppondo que as fuás bafes BL, 
e EM foíTem defenvolvidas das chv 

cum- 



116 ELEMENTOS 

«T. vm. cumferencias BCD, c EFG , e que 
as fuás alturas foíícm os rádios AB, 
c AE. Ora fcgundo o precedente 
Artigo , cftes triângulos feriam fe- 
ruelhantes. Logo as fuás a'reas cita- 
riam na mefma proporção, em que 
cftam os quadrados dos fens lados 
homólogos AB, AE, rádios dos cír- 
culos BCD, e EFG. Logo, &c. 

VIL 

Os círculos , por caufa da fua 
fêmeihança , terão também , como 
as figuras femelhantes, cila proprie- 
dade , que tomando os três lados de 
hum triangulo rectângulo como rá- 
dios, para com elles fc defereverem 
três círculos, aquellc circulo, a que 
a hypothcrmf a fervír de radio, igua- 
lara' os outros dous círculos toma- 
dos juntamente. 

A/fim fc poderá fempre fazer 
hum circulo ignal a dous círculos 
dados, e ifto fem fe tomar o traba- 
lho de medir cada hum dos ciren- 

*    los. 

De trps cír- 
culos , a que 
fervirem de 
rádios os 
tícs lados de 
liuin trian- 
gulo rechn- 
gulu, aquel- 
Je, de que 
for radio a 
liypothenu- 
f:t,   valerá 
tanto, como 
«s oiilros 
douj. 
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los. Qucira-fc, por exemplo, fazer EST. vnx; 
hum tanque , que contenha em íi 
tanta agua, como outros dous, ten- 
do a mcfma profundidade ; ou fe 
queira achar a abertura de hum ca- 
no de fonte , pelo qual paíTe tanta 
agua, como por dous canos dados, 
fem trabalho fe eonfeguiria ifto, lc- 
guindo o caminho, que temos indi- 
cado. 

VIII. 

Havendo para medir a fuperficte 
de huma coroa V, (Fig. 6) figura 
comprchendida  entre  dous circulos Huma coroa 
concêntricos EFG, BCD, ifto he,»-;^ 
entre dous  circulos ,  que riveíTem dido entre 
ambos hum centro commum, o que f^^; 
logo nos occorreria , feria o medir tacos. 
feparadamente as fuperficies dos dous 
circulos, c diminuir a mais pequena 
da maior.   Mas hc facit  de perce- 
ber, que fe pode rcfolvcr o proble- 
ma de huma maneira mais commo- 
da para a prática. 

Ima- 
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los. Qucira-fc, por exemplo, fazer EST. vnr; 
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ri8 ELEMENTOS 

EST. vni. Imaginemos hum triangulo ÁBL, 
que tenha o radio AB por altura, 
e a íua bafe a rccla BL igual á cir- 
cumfcrcncia BCD. Tirando-fe pelo 
pontoE a rcclaEM parallela a BL, 
elta rcdla fera igual á circumfercn^ 
cia EFG ; porque pela fcmclhança 
dos triângulos AEM, ABL haverá 
a mcfma proporção entre AB, c BL, 
qnc houver entre AE, c EM. Ora 
por fnppoíiçáo , BL igualara' a cir- 
cumfcrcncia , da qual AB fera ra- 
dio : logo EM igualará também a 
circumfcrcncia, da qual ferá radio 
a linha AE, parte de AB. O mef- 
mo feria de qualquer outra linha Kl, 
parallela a BL, a qual feria fempro 
igual á circumfcrcncia, da qual fof- 
fe radio AK, 

Da igualdade fuppofta entre a 
circumfcrcncia EFG, e a recla EM 
fe fegue ncceíTa ria mente a igualda- 
de do triangulo AEM com o circiw 
lo EFG: logo he precifo que o cf- 
paço re&ilineo EBLM feja igual á 
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coroa propofta V. Ora cfte cfpaço EST. VIIí* 
EBLM pódc-fc facilmente reduzir 
ao re&angulo EBPH, cortando ML 
em duas partes iguacs MI , c IL, 
e tirando pelo ponto I fobre BL a 
perpendicular HIP f a qual dará o 
triangulo accrcfcentado MHI, igual 
ao triangulo diminuído PLI. 

Logo fe pelo ponto 1 fc tirar a 
BL a parallcla IK, que cortará EB 
em duas partes iguaes, a coroa pro- 
poíla igual ao efpaço EBLM, ou a 
EBPH, terá por medida o prodn&o 
de EB por Kl, de cuja circumfercn* 
eia fera radio AK. 

Logo para fc medir a coroa V, 
he ncccíTario multiplicar a fua grof- pm fe ter 
fura EB pela circunferência KOQ, £££ 
chamada media, entre as circumte- he neccila- 
rencias BCD , c EFG, porque el- ^"f;ua 
3a excede a pequena circumfcrencia groflura peia 

circumfe- EFG, ou a recta EM na quantida- rencia ine 
de MH, igual a PL, quantidade, de dia. 
que cila he excedida pela grande cir- 
cumfcrencia BCD, ou pela refta BL» 

.       Tra- 
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coroa proporia V. Ora cite cfpaço EST. vul* 
EBLM pódc-fc facilmente reduzir 

•ao re&ãngulo EBPH, cortando ML 
em duas partes iguacs MI , c IL, 
e tirando pelo ponto I fobre BL a 
perpendicular HIP f a qual dará o 
triangulo accrcfcentado MHI , igual 
ao triangulo diminuído PLI. 

Logo fe pelo ponto 1 fc tirar a 
BL a parallcla IK, que cortará EB 
em duas partes iguaes, a coroa pro- 
pofta igual ao efpaço EBLM, ou a 
EBPH, terá por medida o prodn&o 
de EB por Kl, de cuja circumfcrcn* 
eia fera radio AK. 

Logo para fc medir a coroa V, 
lie ncceflario multiplicar a fua grof- para fe ter 
fura EB pela circunferência KOQU VZftZ 
chamada media, entre as circumte- he necefli- 
rencias BCD , c EFG, porqt.e el- ^™f}al 
3a excede a pequena circumfcrencia gyoflura peia 
EFG, ou a refta EM na quantida- Jj£T 
de MH, igual a PL, quantidade, de *iia. 
que cila hc excedida pela grande eir- 
aimferencia BCD, ou pela refta BL* 

.      Ta- 

circumfe- 
rencia me- 
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IX. 

EST. viu. Tratando-fe de fe medir hftma 
figura Y, (Fíg. 2.) compoíta de ar- 
cos de differcntcs círculos, e de li- 
nhas rcftas , ou hum a figura Z , 
(Fig, 7.) compoíta unicamente de ar- 
cos de círculos, teda a diflkuldadc 
fc reduz a medir fegmentos de cír- 
culos , ifto hc , a eí paços taes, co- 
mo ABCE, (Fíg. 8.) terminados pe- 
lo arco ABC , c pela corda AC. 
Porque as figuras inteiramente com- 
pofta s de arcos de círculos , ou de" 
arcos, e linh-js rectas, todas fc po- 
dem couíiderar como figuras rectilí- 
neas , augmentadas j ou diminuídas 
de certos fegmentos. 

X. 

A medida de qualquer fegmento 
ABCE (Fíg. 8.) hc fácil de íc achar, 
quando fe íabe a do circulo ; por- 
que tirando-fe as linhas AT , CT 
ao centroT do arco, fc formará hu- 

ma 

O fegmento 
de circulo 
lie hum ef- 
paço termi- 
nado por 
li um arco, e 
pela ÍUí cor- 
da. 

A medição 
de todas as 
figuras cir- 
culares   fe 
reduz áquel- 
la do feg- 
mento. 
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EST. VIIÍ. 
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de circulo 
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ma fimira ABCT, chamada feftor, EST. vní. 
cuja área lera para o circulo, como huma por. 
o arco ABC  pura toda   a circum- &° di cir; 

. ± r . ,  culo  ternu- 
fcrcncia ; c por conlcquencia tera nada por 
por medida o produclo de ametade dousradios> 
do radio AT pelo arco ABC. Ora queciiescó' 
tendo-fc determinado o fc&or, não ^"^ 
ferá precifo mais do que diminuir- da iie a do 
lhe o triangulo ACT para fe ter o fesmetlt0* 
fegmento ABCE. 

XI. 
Como fncccdc muitas vezes, que 

quando fe propõe de medir huma 
figura tal como Y, (Fig. 2.) não fe 
tem o centro do arco HIK, c que 
fem cite centro não fe poderia me- 
dir a figura , pois que o methodo 
precedente requer o conhecimento 
do radio, hc precifo que faibamos 
procurar o centro de hum arco de 
qualquer circulo. 

Seja ABC (Fig. 9.) o arco de Achar o 
circulo propofto; fe fobre eftc arco ""^"de** 
fe tomarem dous pontos á vontade wM**t 

* *        ctrcuio. 
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íi2 ELEMENTOS 

EST. vin. A, e B; c que deftes pontos, coma 
centros , fe dcfcrevcrcm os quatro 
arcos goi , foh , Ipk, mpn> os 
dous primeiros , com qualquer ra- 
dio, c os dous fegundos com o mer- 
ino radio, ou qualquer outro que fe 
quizer , he evidente que o centro 

, procurado do arco ABC fera' na ii- 
nha op, tirada pelos pontos das in- 
terfecções o y p* 

Efcolhendo-fe depois o terceiro 
ponto C no arco ABC, e fervindo- 
fe de B ? c de G, da meíma forte 
que fe fez de A, e de B ? fc terá a 
refta qry na qual fe achará o cen- 
tro pedido. Logo efte centro fera o 
ponto de encontro T das linhas opj 

XII. 

Da mefma forte, qualquer íltua- 
çao, que fc der a três pontos, com 
tanto que não fiquem cm linha re- 
cia , fe poderá fempre fazer paíTar 
por ellcs hum arco de circulo, ou, 
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DE GEOMETRIA. P. III. iaj 
que vem a fer o mcfmo, qualquer EST. VIU. 
que feja a proporção tios lados AG, 
BC   de hum  triangulo ABC (Fig» 
10.) com alua bafe, fc poderá icm- 
pre circumfcrcver hum circulo a cf- 
rc triangulo. 

XIII. 

O methodo , que acabamos de 
dar , para circumfcrevcr hum  cir- 
culo  a hum triangulo , fendo fuo 
ccílívamcntc applicado a differentes 
triângulos ACB, AEB, AGB (Rg. 
ii.) mais, ou menos elevados a res- 
peito da bafe dcllesAB, muito bem 
fc percebe, que cm paíTando de hum 
triangulo ACB, cujo angulo do vér- 
tice he muito agudo, a outros triân- 
gulos AEB, ACB, que tem os ân- 
gulos dos feus vértices  mais aber- 
tos , o centro  do circulo circum- 
ferito  fc avizinha continuadamente 
para AB, eqne cite centro pafla de- 
pois pura baixo de AB , quando o 
angulo do vértice ACB chega a hu- 
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124 "ELEMENTOS 

EST. viu. ma certa abertura. Ora vendo-fe paf- 
far cíle centro para baixo de AB, 
depois de fe ter vifto por lima, pa- 
rece-me que deve vir ao penfamen- 
to o procurar de qual cfpccic hc o 
triangulo AFB, (Fig. x 7.) quando 
o circulo circumfcrito tem ofen cen- 
tro fobre AB. 

Para fe conhecer cíle triangulo 
AFB , fc principiara' notando, que 
ncítc cafo particular a porção de cir- 
culo circumfcrito a hum triangulo, 
deve fer exactamente hum femicir- 
culo: com cíFcito o centro do circu- 
lo devendo eftar fobre a bafe AB, 
a qual tem por fuppoilçáo as duas 
extremidades na circumfcrencia , o 
centro M não poderá deixar de eftar 
iituado precifamente no meio de AB, 
de forte que AB fera ncceflhriamcn- 
te hum diâmetro. 

Ver-lc-ha depois , que tirando- 
fc as linhas FA, FB de qualquer 

í"mncfriiíe Ponto ^ ^o ^micirculo , o angulo 
cireutofetl- AFB fera recto. Porque tirando FM, 

os 
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DE GEOMETRIA. P. III. «r 
os dous triângulos AFM, MFB fe- EST. vm. 
rão ifofcclcs. Logo os dous ângulos -- <- 
AFM     MFB fcrao refpcchvamentc tremias 

' Ur.  T7AA/Í       FMR' do diame" igtucs  aos ângulos rAM ,  1 J»i>, tro> fc teri 
ou   que vem a fer o mcfmo, o an- bUm angulo 
guío  totai AFB igualará a fomma "*- 
dos dous angulosFAM, FBM; po- 
rem os tres ângulos AFB , bAM, 
FBM, todos juncos, valem dous re- 
âos. Logo o angulo AFB fera rc- 

* Affim deferevendo-fc na bafe AB 
hum triangulo rcftangulo, qualquer 
que feja, cftc triangulo terá a pro- 
priedade pedida de fer infento cm 
hum circulo , cujo centro cfteja na 
bafe. 

XIV. 

Efta propriedade do circulo de 
que o angulo, que tem o feu vérti- 
ce na femicircumferencia, c que al- 
fenta fobre o diâmetro , hc iempre 
rcfto , nos conduz a procurar fc as 
outras partes do circulo temo algu- 
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EST. 
ma propriedade análoga ; fe , por 

ix. exemplo, os ângulos ACB , (Eftam- 
pa IX. Fig. i.) AEB, AFB, toma- 
dos em hum fegmento ACEFB, fe- 
riam todos entre íi iguaes, como o 
são aqncllcs do fcmieirenlo. 

Para nos certificarmos diíto, prin- 
cipiaremos procurando o valor de 
hum deites ângulos, e depois vere- 
mos fe cada hum dos outros tem o 
mefmo valor. Tomemos, por exem- 
plo, o angulo AEB , (Fig. 2.) o vér- 
tice do qual E cltá no meio do ar- 
co AEB. Como a linha EDG, que 
pafla pelo centro D, reparte eíle an- 
gulo cm duas partes iguacs, baftará 
medir o angulo AEG, Aia meta- 
de; ou, o que hc o mefmo, bailará 
íaber-fe qual parte he o angulo AEG, 
de hum angulo ja' medido , tal co- 
mo ADG; digo pois, que o angulo 
ADG já cftá medido, porque nós li- 
bemos que o arco AG he a Aia me- 
dida. (Part. I. Art. LU.) 

Fazcndo-fe ' reflexão cm que o 
tri- 
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triangulo AED lie ifofcclcs , fácil-EST. ix. 
mente le verá que o angulo AEG 
hc metade do angulo ADG, por- 
que os ângulos AED, EAD (Part. 
I. Art. XXXI.) são igiiaes ; mas 
(Parte I. Art. LXVIII.) eftes dous 
ângulos juntos valem o angulo ex- 
terior ADG. Logo o angulo AED, 
ou AEG , lie  a metade do angulo 
ADG. 

Pela mcfma razão , o angulo 
DEB ferá a metade do angulo GDB. 
Logo o angulo total AEB igualará 
a metade do angulo ADB. Logo a 
lua medida  ferá  a metade do arco 
AGB. 

XV. 

Tendo-fc medido o angulo AEB, 
para fe faber fe clle he igual a ca- 
da hum dos outros ângulos, que tem, 
osfeus vértices nomelmo íegmento, 
hc precifo examinar fe hum deites 
ângulos tomado a vontade , AFB 
(Fig. 3.) por exemplo, hc também 

ame- 

DE GEOMETRIA. P. III. 127 
triangulo AED lie ifofcclcs , fácil-EST. ix. 
mente le verá que o angulo AEG 
hc metade do angulo ADG, por- 
que os ângulos AED, EAD (Part. 
I. Art. XXXI.) são igiiaes ; mas 
(Parte I. Art. LXVIII.) eftes dous 
ângulos juntos valem o angulo ex- 
terior ADG. Logo o angulo AED, 
ou AEG , lie  a metade do angulo 
ADG. 

Pela mcfma razão , o angulo 
DEB ferá a metade do angulo GDB. 
Logo o angulo total AEB igualará 
a metade do angulo ADB. Logo a 
lua medida  ferá  a metade do arco 
AGB. 

XV. 

Tendo-fc medido o angulo AEB, 
para fe faber fe clle he igual a ca- 
da hum dos outros ângulos, que tem, 
osfeus vértices nomelmo íegmento, 
hc precifo examinar fe hum deites 
ângulos tomado a vontade , AFB 
(Fig. 3.) por exemplo, hc também 

ame- 

DE GEOMETRIA. P. III. 127 
triangulo AED lie ifofcclcs , fácil-EST. ix. 
mente le verá que o angulo AEG 
hc metade do angulo ADG, por- 
que os ângulos AED, EAD (Part. 
I. Art. XXXI.) são igiiaes ; mas 
(Parte I. Art. LXVIII.) eftes dous 
ângulos juntos valem o angulo ex- 
terior ADG. Logo o angulo AED, 
ou AEG , lie  a metade do angulo 
ADG. 

Pela mcfma razão , o angulo 
DEB ferá a metade do angulo GDB. 
Logo o angulo total AEB igualará 
a metade do angulo ADB. Logo a 
lua medida  ferá  a metade do arco 
AGB. 

XV. 

Tendo-fc medido o angulo AEB, 
para fe faber fe clle he igual a ca- 
da hum dos outros ângulos, que tem, 
osfeus vértices nomelmo íegmento, 
hc precifo examinar fe hum deites 
ângulos tomado a vontade , AFB 
(Fig. 3.) por exemplo, hc também 

ame- 

DE GEOMETRIA. P. III. 127 
triangulo AED lie ifofcclcs , fácil-EST. ix. 
mente le verá que o angulo AEG 
hc metade do angulo ADG, por- 
que os ângulos AED, EAD (Part. 
I. Art. XXXI.) são igiiaes ; mas 
(Parte I. Art. LXVIII.) eftes dous 
ângulos juntos valem o angulo ex- 
terior ADG. Logo o angulo AED, 
ou AEG , lie  a metade do angulo 
ADG. 

Pela mcfma razão , o angulo 
DEB ferá a metade do angulo GDB. 
Logo o angulo total AEB igualará 
a metade do angulo ADB. Logo a 
lua medida  ferá  a metade do arco 
AGB. 

XV. 

Tendo-fc medido o angulo AEB, 
para fe faber fe clle he igual a ca- 
da hum dos outros ângulos, que tem, 
osfeus vértices nomelmo íegmento, 
hc precifo examinar fe hum deites 
ângulos tomado a vontade , AFB 
(Fig. 3.) por exemplo, hc também 

ame- 



128 ELEMENTOS 

JST. ix. a metade do angulo no centro ADB. 
To.ios os Facilmente nos certificaremos difto, 
tim^ft"! tirando a rcíla FDG pelo centro; 
ver.ices na porque então fe verá que o angulo 
circutnfe-      \ rni   C    > n        i 1 
rencia, e Ar 13 lera compoito de outros dous 
que aíTentaa AFD, DFB, que pelo Artigo pre- 
fobre o mef-        ,       '     r    „ ?  ^       r, 1   5     -^ 
mo arco , cedente ierao as metades dos angu- 
*5°e/f

iaes' los ADG , GDB ; do que fe con- 
medija cõ- cluiiá que o angulo total AFB ferá 
mus a me- a mctadc do aneulo ADB: e appli- 
tade do ar- r 1 • r       r 1 
co, em que cando o me uno diícurlo a todos os 
aflentam.       ^gLÚOS ACB , (Flg. I.) AEB ,  AFB, 

que tem os íèns vértices na eircum- 
ferencia, c que a/Tentam fobre o mef- 
ino arco AGB, fe poderá concluir, 
que cftes ângulos são iguaes entre íi, 
aflim como no Arrigo precedente 
o tínhamos íufpckado. 

XVI. 

Entre os diíFcrentes ângulos, que 
tem os feus vértices no arco ACE- 
FB, (Fig. 1.) ha alguns, que pode- 
riam a'primeira vifta parecer não fe- 
rem eomprehendidos na demonítra- 
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DE GEOMETRIA. P. III. ri<) 
çao precedente ; são eftes ângulos, EST. ric 
taes como AFB , (Fig. 4-) em Tle 

a re&a FDG tirada pelo centro palia 
por fora do angulo ADB. Não.obf- 
tante, obfervando fempre que o an- 
gulo GFA he a metade do angulo 
GDA, eoangmòDFB a metade do 
angulo GDB, fc verá que o angulo 
AFB, excedo do anguloDFB fobre 
o angulo DFA, lerá nefte cafo a me- 
tade do angulo ADB , exceíTo do 
angulo GDB fobre GDA. 

XVII: 

Pelas figuras, de que nos temos 
fervido , fe poderia também enten- 
der que a dcmonftraçáo precedente 
não conviria fenáo aos fegmentos 
maiores do que hum femicirculo; 
porém he fácil de ver que hum an- 
gulo qualquer, tal como AFB, (Fig. 
5.) que tivcíTe o feu vértice em hum 
fermento mais pequeno do que o 
femicirculo , feria fempre compofto 
de outros dous DFB? DFA, me- 

ta- 
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130 ELEMENTOS 

SST. ix. tades dos ângulos BDG, ADG, e 
por confequçncia que cite angulo 
AFB teria por medida a metade dos 
dous arcos BG, AG, iíb he, a me- 
tade do arco AGB. 

XVIII. 

Depois de termos vifto que em 
hum  mcímo fegmento   os ângulos 
AEB, (Fig. 6.) AFB, AHB, fnp- 
poítas na circumferencia, são todos 
iguaes, tentamo-nos a examinar em 
que fe torna o angulo AQB> quan- 
do o feu vértice Q/c confunde com 
o ponto B, extremidade da bafeAB. 
Eite angulo defvaneccr fc-hia então ? 
Porém não parece poinVel, que fcm 
elle fc ir fechando por grãos, vief- 
fe de repente a extinguir-fe. Não fe 
percebe qual feja o ponto ? depois do 
qual  efte angulo eeíTafTe  de exiírir; 
como fe virá pois a achar a fua me- 
dida ? He  efta huina diífícuidade, 
que não fe pôde refolver , fem que 
fe recorra á Geometria dos infinitos, 

da 
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da qual todos os homens tem ao me- EST. IX; 
nos huma imperfeita idéa , a qual 
balh fomente aclarar. 

Obfervemos pois , que quando o 
ponto E fe avizinha para B ,   mu- 
dando-fe cm F, H, Q,, &c. a re- 
fta EB fe diminue continuadamente ; 
e que o angulo EB A, que ella faz 
com a redta AB , fe abre cada vez 
mais. Porém por mais curta que ve- 
nha  a  fer a linha QB 9 o angulo 
QBA não deixará com tudo de fer 
hum angulo, pois que para o fazer- 
mos fenfivel , baftaní produzir a li- 
nha diminuta QB para R. Mas de- 
ve também fer affim ,   quando a li- 
nha QB, a força de fe diminuir, fe 
reduzir em fim a nada ? Em que veio 
então a parar a fua pofição ?   A li- 
nha produzida em que fe tornou? 

He evidente que não he outra A tangente 
eoufa fenão a refta BS, que toca o *°e ^t

r^. 
circulo cm hum fó ponto B , fem o en- c.ue rómente 1 o toca em 
contrar em alguma outra parte , e que htim fôpon. 
por eíia razão fe chama Tangente,   to. 
* De- 
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z$z        ELEMENTOS 

EST. ix.       Demais. Claro eíti, que cm quan- 
to a linha EB fc diminue continua- 
damente até em fim fe extinguir, a 
recta AE, que fucceílivamente fc mu- 
da cm AF, AH, AQ^, &c. fe avi- 
zinha fempre para AB ,  e que por 
fim fe confunde com ella.  Logo o 
angulo na circumferencia. AEB, de- 
pois de fc ter mudado cm AFB, 
AHB, AQR, vem a fer em ultimo 

o angulo no lugar o angulo ABS , feito pela cor- 
he£"quene, da AB, e pela tangente BS; e efte 
que he feito angulo , a que chamam angulo no 
pela corda, r í r r 
e peia tan- iegmento, deve eoniervar íempre a 
gente.       propriedade de ter por medida a mc- 
niedii!aP°ar   tade do arco AGB. 
metade do Ainda que eíta dcmonftraçáo fe- 
meiuo.° {S ja talvez hum pouco abftracla para 

os Principiantes, entendi fer a pro- 
posto de a dar, porque fera utilif- 
íimo a'quelles, que quizerem adiantar 
os feus eíhidos até á Geometria dos 
infinitos, o terem-fe coítumado an- 
ticipadamente a femelhantcs conJi- 
dcraçòcs. 

Se/ 
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DE GEOMETRIA. P. III. 133 
Sc, não obftante, os Principiantes E S T. IX. 

acharem que efta dem011 ftração hc 
affima das fuás forças , hc fácil de 
es pôr em eftado de defeubrirem 
outra, em lhes explicando a princi- 
pal propriedade das Tangentes. 

XIX. 

Efta propriedade hc, que huma 
tangente ao circulo ,  de  qualquer 
ponto que feia B, (Fig. 7.) deve fer A tangente 
perpendicular ao diâmetro lUti , que dicJ,ar ao 
palia por efte ponto.   Porque como diâmetro , 
a curvidadc  do circulo he tao uni- Io polUo> 
forme, que qualquer diâmetro IDB em 4»e eii« 
o reparte cmdous femicirculoslAtf, cumfeiçnCia. 
IOB, iguaes, e igualmente íituados 
refpeito a efte diâmetro, he precifo 
que as duas partes BS, BFI da tan- 
gente commua a eftes dous femicir- 
culos, fejam também ignalmente fí- 
tuadas a refpeito deite diâmetro. Ora 
ifto não podia  fer , fem  que IDB 
fofle perpendicular á tangente HBS. 

Dif- 
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134        ELEMENTOS 

XX. 
EST. ix. Difto fc verá facilmente a razão, 

por que o angulo no fegmento ABS 
tem por medida a metade do arco 
AGB. 

Porque o angulo ADB , junto 
com os dons ângulos iguaes DAB, 
DBA, fazem (Part. L Art. LXIV.) 
dous ângulos rc&os. Logo a meta- 
de do angulo ADB , junto com o 
angulo DBA, faz hum rc&o. Mas 
ajuntando o angulo DBA ao angulo 
ABS, dá também hum rc£to. 

Logo o angulo ABS hc igual ú 
metade do angulo ADB. Logo a 
medida de ABS fera a metade do 
arco AGB, 

XXL 

A fegunda demonilraçáo, que aca- 
bamos de dar da propriedade do cir- 
culo , de que o angulo ABS tem por 
medida a metade do arco AGB, nos 
dá a folução do feguinte problema. 

Dcf- 
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DE GEOMETRIA. P. 1IT. 135-    . 
Dcfcrcvcr fobreAB (Fig.8.eí>.) EST. IX, 

hum fcgmcnto capaz do angulo for- g«u^ 
mado L ; ifto he , hum fegmcnto gment0 ca. 
AFB, no qual todos os ângulos AFB j££ >£» 
na circumrerencia fcjam iguaes  ao do. 
angulo L. 

Para fe rcfolvcr cfte problema, Maneira de 
fera precifo fazer em A, e em 15 os fegmento 
anmilos BAS , c ABS ,  cada hum capaz d« 
.    o /    _. . r , hum angulo 
igual ao angulo L; c levantar iobre a>ldo. 
AS, e fobre BS as duas perpendicu- 
lares AD, e BD, que encontrando- 
fe em D ,  darão o centro do arco 
procurado AFB. 

Porque pelo Artigo XIX. as re~ 
£las BS , e AS ferão as tangentes 
do circulo, o centro do qual he 1), 
c o radio AD , ou BD ; pois que 
BD, ou AD são perpendiculares a 
BS, e a AS. Demais, pelo Artigo 
precedente o angulo ABS tem por 
medida a metade de AGB , e pelo 
Artigo XV. os ângulos taes, como 
AFB , são também medidos por a 
metade de AGB. Logo cites ângu- 

los 
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i$6        ELEMENTOS 

EST. ix. Jos AFB ferâo iguacs a ABS , iíto 
hc, ao angulo L, como cllc fc pe- 
dia. 

XXII. 

O defcubrimento das proprieda- 
des dos fegmentos do circulo , que 
acabamos de explicar, hc devido ve- 
rifimilmente áíimpleseuriolidnde dos 
Geómetras; mas teve eíle defcubri- 
mento o effeíto, que outros muitos 
fempre tem. O que ao principio pa- 
recia não fer útil, o veio a fer de- 
pois , tendo-fe feito na prática cx- 
ccllcntcs applicaçócs das proprieda- 
des do circulo, que acabamos de de- 
moníirar. Eu não darei fenáo Iiuma 
deitas applicaçócs, a qual fe achará 
na folução do feguinte problema, 
que he muitas vezes neceíTario na 
Geografia. 

A, B, C, (Flg. io.) sao três 
hum lugar a lugares, dos quaes fc fabe as refpe- 
!£?«.«* ã'1VAS   Mmcks   AB ; fíC 9 AC. 
fttemaspo- Qiier-fe fabci* cm que diítancia deiies 

Achar adif- 
tnneia de 
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lugares eftá o ponto D , de donde EST. IX. 
fe podem ver todos os três; mas de 
donde fc não pode fahir para ope- 
rar fobre o terreno. 

Principiar-fc-ha a traçar cm pa- 
pel três pontos a, b, e, (Fig. 10. 
e T 1.) que fejam entre fi fituados do 
modo, que eílam os tres pontos A, 
B , C, ifto he em linguagem geo- 
métrica, fefará o triangulo abe fc- 
melhante ao triangulo ABC. 

Tcndo-fe depois obfcrvado com 
o femicireulo a grandeza dos ângu- 
los ADB, BCD, fc fará fobre ab 
o fegmento de circulo adby capaz 
do angnloADB; c fobre a retta bc 
o fegmento de circulo bed> capaz 
do angulo BDC, o encontro d def- 
tes dons fegmentos defenhará no pa- 
pel a pofição do lugar D , ifto hc, 
que as linhas da ,  db , incitarão 
na mcfma proporção  a refpeito  de 
a b, b c, a c, como as diftancias pro- 
curadas DA, DB , DG, a ^efpeito 
das diílancias dadas AB, BC, AG j 

o que 
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£ST. ix. o que não tem ncccííidade de de* 
monilração , depois do que fc vio 
fobre as figuras femelhantes. 

xxnr. 
Facilmente fe podia dcmonilrar) 

que na prática fe tem tirado vários 
outros foccorros das propriedades do 
circulo, que fe acabam de demonf- 
trar; porém he mais a propofito pai* 
far a outras propriedades do circu- 
lo, as quaes foram tiradas das pre- 
cedentes , c que também tiveram a 
lua utilidade. 

Para proceder com ordem no 
defeubrimento delias propriedades, 
principiaremos, obfcrvando que dous 
ângulos , quacfqucr que íejam EDC, 
(Eítamp. io. Fig. i.) EBC, que af- 
ièntam fobre o mefrno arco EC, 
fendo íguacs f fe feguc que os triân- 
gulos DAE , BAC tem os ângu- 
los iguaes ', ilto hc , (Part. I. Art, 
XXXIX.) que cites triângulos sáo 
lemelhantes. 

Pois 

EST. x. 

w=m 
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1>E GEOMETRIA. P. III. 13? 
Pois pela mcfma razão, porque EST. X. 

o-angulo EDC hc igual ao angulo 
EBC, o angulo DEB fera igual ao 
angulo DCB ; e quanto aos ângu- 
los DAE, BAC, clles ferão viíivcl- 
mente iguaes ; feja porque são fei- 
tos com as mefmas linhas , ou por- 
que deus triângulos, hum dos quacs 
tem dous ângulos refpeélivãmente 
iguaes a dous ângulos do outro, tem 
também ncccílariamcntc o terceiro 
angulo igual (RI. Art.XXXYII1.) 

Para depois mais facilmente fe 
reconhecer nos triângulos ADE, (Fi- 
gur. 1. e 2.) ABC ás propriedades 
geraes dos triângulos iemelhantes, 
ap pi içaremos o triangulo DAE fo- 
bre o triangulo BAC , pondo AD 
fobre AB, c AE fobre AC, a íim 
que DE feja parallela a BC. Nos 
então nos lembraremos 

1,° Que fe dons triângulos ADE, 
ABC são iemelhantes, os quatro la- 
dos AC, AE,.AB, AD eítão^cm 
proporção. (Part. I. Art. XXXIX.) 

L Que 
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EST. x. 

Se duas cor- 
das fe corta- 
rem em hfl 
circulo, o 
rectângulo 
das partes 
de huma he 
igual ao re- 
ftangulo das 
partes da ou- 
tra. 

O quadrado 
de liuma 
perpendku- 

i.° Que cm toda a proporção, 
o producto dos extremos he igual 
ao producto dos médios 5 (Part. II. 
Art. VIII.) c difto concluiremos, que 
o rectângulo, ou o producto de AG 
por AD he igual ao rectângulo de 
AE por AB ; propriedade notabilif- 
íima do circulo, que fc pode expri- 
mir dcfte modo: Sc cm hum circulo 
fc tiram d vontade duas rectas, que 
fc cortem , o producto das duas par- 
tes da primeira he igual ao produ- 
eto das duas partes da fegunda. 

XXIV. 

Se as duas rectas BE,DC (Fig. 
3.) fecortaffem perpendicularmente, 
c que huma deitas duas rectas fofle 
hum diâmetro DC, he também evi- 
dente que as duas partes AB, AE, 
da outra recta BE , feriam entre íi 
iguacs; de forte que a propriedade 
precedente fe exprimiria deite modo 
ncftc cafo particular. Sc fobre o diâ- 
metro DC de hum circulo fe levan- 

tar 
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DE GEOMETRIA. P. III. 14* 
tar   huma   perpendicular   qualquer EST. x. 

^ .      1 -r» i      J       J   íl lnr qualquer que feja AB, o quadrado deita per- ao diaraetl.l> 
pendiciilar fera igual ao refrangido ^ £' 
de  AD  por AC. igual ao re- 

<5t angulo das 

XXV. tíuas part-es 

do «liame- 

Succede muitas vezes quehc ne- tr0- 
ceffario mudar hum refrangido em Re*u*,r£a 

hum quadrado; o Artigo precedente *e ZT° 
nos dá hum meio fácil: feja ACFE quadrado. 
( Figura 4.) o rectângulo propoílo , 
proiongue-fe AC para D, de forte 
que AD feja igual a AE, c fe def- 
ere va o femicirculo DBC, o diame-    - 
tro do qual feja DC. Prolongando- 
fe depois o lado EA, até que cite en- 
contre o femicirculo , fe terá AB, 
que virá a fer o lado do quadrado pc- 
dido ABGH, igual ao rectângulo da- 
do AFCE, 

XX VL 

Propóc-fe muitas vezes hum pro- 
blema , que não lie outra coufa, fe- 
náo o  que acabamos de refolver, 

L ii apre- 
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EST.   X. 
Que coufa 
feja hum a 
media pro- 
porcional 

■entre duas 
Jinhas re« 
&aj- 

Maneira de 
» achar. 

142-       ELEMENTOS 

aprcfcntado de ontro modo, o qual 
he de achar hnma linha , que feja 
media proporcional entre duas linhas 
dadas ; entende-fc entáo por media 
proporcional aquella linha , que hc 
tão grande a rcfpeito da mais pequena 
das duas linhas dadas , quanto cila 
he pequena a refpcito da maior; ifto 
hc , que fe AB , por exemplo, hc 
media proporcional entre AD , c 
AC ? fe poderá dizer, que AD he 
para AB , como AB hc para AG. 
Ora hc bem fácil de conhecer que 
efte problema hc o mefmo que o 
precedente, pois que (Fart. II. Art 
VIII.) o produflo de AD por AC, 
ilto hc, o rectângulo delias duas li- 
nhas, hc igual ao prodn&o de AB 
por AB , iífco he ao quadrado de AB. 

Logo quando fc quizer achar hu- 
ma media proporcional entre duas 

- linhas dadas", fe mudará o rectângu- 
lo deitas duas linhas em hum qua- 
drado , o lado do qual fera a linha 
procurada* 

linhas   re- 
&aj- 
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XXVIL 

Tambcm fc pódc achar humaEST. x. 
media proporcional entre duas linhas outro mo- 
de outra maneira , que fe fegue da 
propriedade do circulo , explicada 
no Artigo XIII. Supponhamos que 
AC (Fig, 5-.) feja a maior das duas 
linhas dadas, e AD a mais peque- 
na ;  levantc-fc DB  perpendicular- 
mente fobre AG, c o ponto B, on- 
de cila encontrar o fcmicircnlo ABC, 
traçado fobre o diâmetro AG, dará 
a linha AB, media proporcional en- 
tre AD, c AC. Porque tirando BC, 
claro eftá que o triangulo ABC fera 
re&angulo em B. Logo (Part. I. Art. 
XXXVIII.) cite triangulo fera feme- 
Ihante ao triangulo ÀBD, pois que 
além difto eíles dons triângulos tem 
o angulo A de commum ; c fe os 
triângulos ABD, e ABC são feme- 
lhantes, cllcs tem os feus lados pro- 
porcionaes. Logo AD hc para AB, 
como AB para AC. Logo AB he 

me- 
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SST, x.  media proporcional entre AD , c 
AC, 

XXVIII. 

Reduzir hu- Quercndo-íb reduzir hnma figu- 
Suinw™1*" ra rectilínea a hum quadrado, não 
hum quadra-fera prccifo mais (para reduzir eíle 

problema ao Artigo XXV.) do que 
fazer deita figura hum rectângulo; 
o que fera muito fácil , por caufa 
de que as figuras rectilíneas não são 
fenao ajuntamentos de triângulos, 
que cada triangulo hc a metade de 
hum rectângulo, que tem a mcíma 
bafe y ca mcfma altura; e que to- 
dos os rectângulos provindos dos 
triângulos , não farão mais do que 
hum lò rectângulo, em fe dando a 
todos huma altura commua. (Part. II, 
Art. VI.) 

XXIX. 

As figuras y que nos ícus contor- 
nos  contiverem arcos de círculos, 
tambem fe poderão reduzir a qua- 

dra- 
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drados, quando praticamente fc tiver EST. X. 
medido o comprimento dos arcos, 
de que cilas forem compoftas; por- 
que fc poderá então reduzir eftas fi- 
guras, aflim como as rc&ilineas, a 
rectângulos; para o que fe recorrerá 
aos Artigos IX. c X., onde fc enfi- 
nou a medir toda a forte de figuras 
circulares. 

XXX. 

Também da propriedade do cir- *«« *«« 
1 A wr\r    f      *        quadrado, 

culo explicada noArt. AAlV. ictira que feja para 
hum methodo muito fácil para fazer ^r°™ra' 
hum quadrado, que feja para hum 
quadrado dado , cm razão dada ; 
problema, que tinhamos promettido 
no Artigo XXII. da fegunda Parte. 

Supponhamos, por exemplo, que 
fc propõe de fazer hum quadrado, 
que feja para o quadrado ABCD, 
(Fig. 6.) como a linha M para a li- 
nha N; divida-fc (Part.I. Art.XLI.) 
o lado CB no ponto E , de forte 
que CB feja para BE , como a li- 

nha 
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*4<^ • ELEMENTOS 

EST. x. nha N para a linha M; tirando de* 
poIS a paralIelaEF aAB,o rccran* 
galoABEF terá amefma fuperficie, 
que o quadrado pedido. Logo náo 
faltará mais do que reduzir çíle re- 
ftangiilo a hum quadrado. 

XXXI. 

povlonr        Q«crcndo-fe fazer hum polygo- 
Juc eftei»'  no HIKLM ,  (Fig. 8.) que feja a 
STSÍ hj J?™ P0,y8°no fcmcllusnte ABCDE 
poiysíono    (l"Jg. 7-) na razão da linha X para 
reinante. a linha Y, fe principiará, fazendo 

lobre o lado AB do polygono dado 
ABCDE o quadrado ABGF; depois 
fe procurará outro quadrado HIOQ^, 
que feja para  o quadrado ABGF, 
como a linha X para a linha Y. E 
então deferevendo fobre o lado Hl 
defte quadrado hum polygono HIK- 
LM, iemelhante ao primeiro ABC- 
DE , cite novo polygono fera aqucl- 
le ,  que fe pedia. A razão diíto he 
bem fácil de achar , lembrando-nos 
(Part.L Art, XLVÍII,) que as figu- 

ras 

*4<^ • ELEMENTOS 

EST. x. nha N para a linha M; tirando de* 
poIS a paralIelaEF aAB,o rccran* 
galoABEF terá amefma fuperficie, 
que o quadrado pedido. Logo náo 
faltará mais do que reduzir çíle re- 
ftangiilo a hum quadrado. 

XXXI. 

povlonr        Q«crcndo-fe fazer hum polygo- 
Juc eftei»'  no HIKLM ,  (Fig. 8.) que feja a 
STSÍ hj J?™ P0,y8°no fcmcllusnte ABCDE 
poiysíono    (l"Jg. 7-) na razão da linha X para 
reinante. a linha Y, fe principiará, fazendo 

lobre o lado AB do polygono dado 
ABCDE o quadrado ABGF; depois 
fe procurará outro quadrado HIOQ^, 
que feja para  o quadrado ABGF, 
como a linha X para a linha Y. E 
então deferevendo fobre o lado Hl 
defte quadrado hum polygono HIK- 
LM, iemelhante ao primeiro ABC- 
DE , cite novo polygono fera aqucl- 
le ,  que fe pedia. A razão diíto he 
bem fácil de achar , lembrando-nos 
(Part.L Art, XLVÍII,) que as figu- 

ras 

*4<^ • ELEMENTOS 

EST. x. nha N para a linha M; tirando de* 
poIS a paralIelaEF aAB,o rccran* 
galoABEF terá amefma fuperficie, 
que o quadrado pedido. Logo náo 
faltará mais do que reduzir çíle re- 
ftangiilo a hum quadrado. 

XXXI. 

povlonr        Q«crcndo-fe fazer hum polygo- 
Juc eftei»'  no HIKLM ,  (Fig. 8.) que feja a 
STSÍ hj J?™ P0,y8°no fcmcllusnte ABCDE 
poiysíono    (l"Jg. 7-) na razão da linha X para 
reinante. a linha Y, fe principiará, fazendo 

lobre o lado AB do polygono dado 
ABCDE o quadrado ABGF; depois 
fe procurará outro quadrado HIOQ^, 
que feja para  o quadrado ABGF, 
como a linha X para a linha Y. E 
então deferevendo fobre o lado Hl 
defte quadrado hum polygono HIK- 
LM, iemelhante ao primeiro ABC- 
DE , cite novo polygono fera aqucl- 
le ,  que fe pedia. A razão diíto he 
bem fácil de achar , lembrando-nos 
(Part.L Art, XLVÍII,) que as figu- 

ras 

*4<^ • ELEMENTOS 

EST. x. nha N para a linha M; tirando de* 
poIS a paralIelaEF aAB,o rccran* 
galoABEF terá amefma fuperficie, 
que o quadrado pedido. Logo náo 
faltará mais do que reduzir çíle re- 
ftangiilo a hum quadrado. 

XXXI. 

povlonr        Q«crcndo-fe fazer hum polygo- 
Juc eftei»'  no HIKLM ,  (Fig. 8.) que feja a 
STSÍ hj J?™ P0,y8°no fcmcllusnte ABCDE 
poiysíono    (l"Jg. 7-) na razão da linha X para 
reinante. a linha Y, fe principiará, fazendo 

lobre o lado AB do polygono dado 
ABCDE o quadrado ABGF; depois 
fe procurará outro quadrado HIOQ^, 
que feja para  o quadrado ABGF, 
como a linha X para a linha Y. E 
então deferevendo fobre o lado Hl 
defte quadrado hum polygono HIK- 
LM, iemelhante ao primeiro ABC- 
DE , cite novo polygono fera aqucl- 
le ,  que fe pedia. A razão diíto he 
bem fácil de achar , lembrando-nos 
(Part.L Art, XLVÍII,) que as figu- 

ras 



DE GEOMETRIA'. P. III. 147 
ras fcmelhantcs são entre fi , como EST. X» 
os quadrados dos feus lados homó- 
logos. 

XXXII. 

Qucrcndo-fc fazer hum circulo, v*** *«» 
a arca do qual feja para aquella de S^araou* 
hum circulo dado, eomoX para Y, *"> cir_cql? 
.    . ,r rt     •    1 JJ       cm razão d?- ferá precifo co.nítnnr hum quadrado, diu 

que feja para o quadrado do radio 
dcíte primeiro círculo, como X pa- 
ra Y, c o lado dcftc novo.quadrado 
ferá o radio do circulo pedido. 

XXXIII. 

Eis-aqui também huma proprie- 
dade do circulo tirada d aquella , que 
deram os problemas precedentes. 

Se de hum ponto A , (Fíg. 9.) se de hum 
1     n        1       ■       1 r ■   *■ -~   ' ponto toim- tomado fora do circulo , le tirão a d0 r6ril d0 

vontade duas rc&as ABC, ADE, circuloreti- 
• c iam Juas "* que cada huma corte a circnmreren- nim, queo 

cia em dous pontos, c quç íc tirem f™£™^ 
as rectas CD , BE , os triângulos jos deitas 

ACD, 
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EST. x. ACD, AEB fcráo fcmelhantcs, pois 
feko/pSs quc ° angulo A he commum aos 
f»:is partes dons triângulos ; c demais difto cl- 
ferio^uaVs. ^cs tcm os ângulos na circumfercncia 

C, e E igiiacs. Ora de ferem os 
triângulos CAD, EAB femelhantes 
fc fegne, qnc as quatro linhas AB, 
AD,AE,AC cftam cm proporção, 
e por confcqncncia o rectângulo das 
duas rectas AB , AC he igual ao 
rc&angulo das duas rectas AD, AE; 
o que fe pode exprimir deite modo. 
Se de hum ponto qualquer que feja 
A , tomado fora do circulo, fc ti- 
ram d vontade duas linhas rectas 
AC , AE, que atravcíTem eíle cir- 
culo , o rectângulo da recta AC pe- 
la fua parte exterior AB, fera igual 
ao rectângulo da recta AE pela fua 
parte exterior AD. 

XXXIV. 

Quando a recta , que parte do 
ponto A, cm lugar de cortar o cir- 
culo lo íimplesmeute o toca, como 

AF, 
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DE GEOMETRIA. P. III. 149 
AF , a  propriedade precedente íCEST.X. 
troca   nclta : o quadrado  de huma o quadrado 

A r->   1      •        1 n. da tangente tangente AF he igual  ao rectangn- he -lgu>i a0 

lo produzido pela fecante qualquer Jed^J|j|® 
que feja AE, e pela fua parte exte- P'eia nú P«r- 
rior AD; o que he bem fácil de de- te extcrior- 
monftrar. Porque confiderando a ro- 
cia AF , que toca o circulo, como 
huma linha, que o cortaria em dons 
pontos infinitamente vizinhos, as li- 
nhas AB, AC não vem a fer feiuo 
huma mefma linha AF, e em lugar 
do rechngnío de AB por AC , lc 
tem o quadrado de AF. 

XXXV. 

A propofiçao dcmonftrada no Ar- 
tigo precedente , inílruindo-nos do 
valor do quadrado da tangente AF, 
não nos cníina* a tirar efta tangente 
do ponto dado A.  Para cila fe ti- Tirar hum* 

ti / A ....    VíV N tangente ao rar , nos lembraremos (Art. AIA.; c:rc*u,0 de 

que o radio FG (Fie. ro.) he per- hum pomo 
1.     1 , T-I *     '» rr      ..-'_ dado fora pcndicular á tangente r A. Aiiimnao dcUc# 

falta mais do que achar no circulo 
da- 
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r^o        ELEMENTOS 

EST. x. dado o ponto F, de tal forte, que 
o angulo AFG feja recto. Logo em 
defcrevcndo hum femicirculo íbbrc 
AG , o ponto , onde elle cortar o 
circulo FKO , fera (Art. XIII.) o 
ponto procurado F. 

fIM DA PARTE TERCEIRA'. 

ELE- 
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ELEMENTOS 

GEOMETRIA. 

PARTE QUARTA. 
Da maneira de medir os falidos, e as 

fitas fiiperfiàes. 

S princípios, qtic eítabclccc- 
mos nas três primeiras Par- 
tes deita Obra, nos feriam 
fufficientes para rcfolvcr pro- 

blemas muito mais difficeis, do que 
aqucllcs , que vamos propôr-nos ; po- 
rém he mais da ordem, que temos 
feguido precedentemente 3  o paííar 

ago- 

I 
xx^xxxxxx 
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1$Z ELEMENTOS 

agora d medição dos fólidos ; ifto 
he , das extensões terminadas cada 
liuma por três dimensões , compri- 
mento , largura, e profundidade. 

Elta inveíligação foi fem dúvida 
hum dos primeiros objc&os , cm que 
fc fixou a attcnçao dos Geómetras. 
Quereriam faber, por exemplo, quan- 
to teria de pedra de cantaria lmma 
muralha , da qual fc iabia a altura 

EST. xi. AD, (Eilamp.Xi.Fig. r.) a largura 
AB ? c a profundidade, ou groíTura 
BG. Teriam propoíb comfigo de de- 
terminar a quantidade de agua, que 
em & conteria hum fofíb, ou huma 
ciílerna ABGD; (Fig. 2.) quereriam 
achar a folidez de huma torre , de 
hum obclifeo, de huma cafa, &c. 

Para tratarmos das figuras, que 
tem as tres dimensões , da mcíma 
maneira que tratamos as que não 
tem fenão duas , principiaremos, exa- 
minando os fólidos, que são termi- 
nados por planos. 

Não temos neccíUdadc da ma- 
nei- 
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DE GEOMETRIA. P. IV. in 
neíra de medir as fuperficies deíles EST. xr. 
corpos, porque cilas não podem fer 
fenao ajuntamentos de figuras recti- 
líneas; c por confcqucncia depende 
a ília medição do que na primeira 
Parte fc difle. 

I. 

Para fc medir a folidez dos cor- 
pos . hc natural de os reduzir todos 
ao fólido o mais íimplcs, affim como 
para fc medir as fuperficies, fc redu- ' 
ziráô todas ao quadrado. Ora o fó- p.cub».T,

)
e 

1 . . hum foi ido 
Jido mais limples que na, nc o cu- terminado 
bo , que hc com efeito cm género porfeitqu*. 

7     1 iil tirados. 
de fòlidos ? o que o quadrado hc cm Ert.ai-.ca 
fuperficies; evem a fer hum cfpaço ^f^. 
tal, como a b c d efg h, (Fig. 3.) cujo HA». 
comprimento, largura, c profundi- 
dade são iguaes; ou, que hc o mef- 
mo, hc huma figura terminada por féis 
faces iguaes, que são huns quadrados. 

Chama-fc lado do cubo o lado 
dos quadrados , que lhe fervem de 
faces. 

Por 
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EST.  XI. 

O paralele- 
pípedo lie 
juitn  fòlido 
termimdo 
por fcis re- 
íílangulos. 

Os plano? 
parai lelos 
são atjuellcj, 
que confer- 
vam fempre 
entre li a 
wefma diC- 
tancia. 

15-4        ELEMENTOS 

Por hum pé cubico fe entende 
hum cubo , o lado do qual hc de 
hum pd; da mcfma forte huma pol- 
iciada cubica hc hum cubo , cujo 
Jado hc de huma pollcgada, &c. 

II. 

Os fdlidos, que commummente 
ha para fe medir, são figuras, como 
ABCDEFGH (Fig. 1.) terminadas 
por fcis faces rcclangulas ABCD, 
CBGF, CFED, DEHA, GEFK, 
ABGH. Chamão-fe cítes fólid os pa- 
rallclcpipcdos, porque as fuás faces 
oppoftas coníervando cm todos os 
feus pontos a mcfma diíbmcia humas 
das outras, são chamadas paraliclas; 
aílim como as linhas ie chamam pa- 
ralielas ? quando ellas confervam fem- 
pre a mcfma diíhncia. 

IIL 

Ora propondo-fc de medir os fd- 
lidos deita cípeeie, a analogia deite 
problema com aqucllc, onde fe tra- 

tou 

i$4        ELEMENTOS 

EST. xr. Por hum pé cubico fe entende 
hum cubo , o lado do qual he de 
hum pd; da mefma forte hnrm pol- 
iciada cubica he hum cubo , cujo 
Jado he de huma pollegada, &c. 

II. 

Os fdlidos, que commummente 
ha para fcmedir, são figuras, como 

°i léful*' ABCDEFGH (í?ig* i-) terminadas 
Emolido Por fcis ^accs rectângulas ABCD, 
Treine- CBGF> CFED, DEHA, GEFH, 
aang^ios!6* ABGH. Chamão-fe cftesfólidos pa- 

ralelepípedos, porque as fuás faces 
oppoftas coníervando cm todos os 

os pianos feus pontos a mcíma diftancia humas 
S^ucL, das outras, são chamadas paraliclas; 
que confcr- ailini como as linhas le chamam pu- 
ènTreln"5 raliclas, quando cilas confervam fera- 
mefina dif-  pre a mcíma diítancia. 

IIL 

Ora propondo-fc de medir os fó- 
lidos deita cfpccie, a analogia deite 
problema com aqucllc, onde fe tra- 

tou 

i$4        ELEMENTOS 

EST. xr. Por hum pé cubico fe entende 
hum cubo , o lado do qual he de 
hum pd; da mefma forte hnrm pol- 
iciada cubica he hum cubo , cujo 
Jado he de huma pollegada, &c. 

II. 

Os fdlidos, que commummente 
ha para fcmedir, são figuras, como 

°i léful*' ABCDEFGH (í?ig* i-) terminadas 
Emolido Por fcis ^accs rectângulas ABCD, 
Treine- CBGF> CFED, DEHA, GEFH, 
aang^ios!6* ABGH. Chamão-fe cftesfólidos pa- 

ralelepípedos, porque as fuás faces 
oppoftas coníervando cm todos os 

os pianos feus pontos a mcíma diftancia humas 
S^ucL, das outras, são chamadas paraliclas; 
que confcr- ailini como as linhas le chamam pu- 
ènTreln"5 raliclas, quando cilas confervam fera- 
mefina dif-  pre a mcíma diítancia. 

IIL 

Ora propondo-fc de medir os fó- 
lidos deita cfpccie, a analogia deite 
problema com aqucllc, onde fe tra- 

tou 

i$4        ELEMENTOS 

EST. xr. Por hum pé cubico fe entende 
hum cubo , o lado do qual he de 
hum pd; da mefma forte hnrm pol- 
iciada cubica he hum cubo , cujo 
Jado he de huma pollegada, &c. 

II. 

Os fdlidos, que commummente 
ha para fcmedir, são figuras, como 

°i léful*' ABCDEFGH (í?ig* i-) terminadas 
Emolido Por fcis ^accs rectângulas ABCD, 
Treine- CBGF> CFED, DEHA, GEFH, 
aang^ios!6* ABGH. Chamão-fe cftesfólidos pa- 

ralelepípedos, porque as fuás faces 
oppoftas coníervando cm todos os 

os pianos feus pontos a mcíma diftancia humas 
S^ucL, das outras, são chamadas paraliclas; 
que confcr- ailini como as linhas le chamam pu- 
ènTreln"5 raliclas, quando cilas confervam fera- 
mefina dif-  pre a mcíma diítancia. 

IIL 

Ora propondo-fc de medir os fó- 
lidos deita cfpccie, a analogia deite 
problema com aqucllc, onde fe tra- 

tou 



I' 

DE GEOMETRIA. P. IV. i$f 
tou  da medição  das íuperficies rc-EST. xr. 
ftanmilarcs, nos dará hum meio fa- 
cil de o reíolvcr. 

PrincipÍar-fe-ha medindo fepara- Medico do 
damente a altura AD , a largura v^h?l' 
AB,ea profundidadeBG da figura 
propofta , feja por palmos, ou por 
pollegadas, &c. Depois fc multipli- 
cará hum por outro os tres números, 
que fe tiverem achado; e o produ&o, 
quefahir defta multiplicação, expri- 
mira quanto conterá o parallelepipe- 
do (je palmos, ou de pollegadas cu-. 
bicas , &c. fegundo fc tiverem me- 
dido as dimensões por palmos , ou 
por pollegadas,  &c.  Para melhor 
moílrarmos como fc faz cita opera- 
ção, daremos, hum exemplo delia. 

Sup ponhamos que a altura A D 
feja de 6 palmos, a largura AB de 5 , 
e a profundidade BG de 4, o rectân- 
gulo ABCD (Pare I. Art. XI.) terá 
6 vezes $ , ou 30 palmos quadra- 
dos. Se depois íe imaginar que as 
linhas BG, CF , DE, AH, que to- 
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x$6 ELEMENTOS 

EST. xr. das medem igualmente a profun- 
didade do fólido , fejam repartidas 
cadahuma cm quatro partes iguaes; 
e que pelos pontos de divisão cor- 
refpondentes fe façam paíTar outros 
tantos planos parallclos huns aos 
outros, cíles planos dividirão o pa- 
rallclepipcdo propofto cm outros 
qnatro paralJclepipedos , que cada 
hum terá hum palmo de profundi- 
dade , e que todos ferão iguaes, 
e femelhantes. Ora a infpccção fo- 
mente da figura dá a conhecer que o 
primeiro deites parallelepipcdos con- 
tém 30 palmos cúbicos, pois que a 
lua face exterior ABCD contem 30 
palmos quadrados. Logo o fólido 
total ABCDEFGH conterá 4 vezes 
30, ou 120 palmos cúbicos. 

IV. 

Não nos demoramos a explicar os 
diíFcrcntes modos, de que na prática 
fe pddc ufar para fe conítruirem os pa- 
rallelepipedos 3 porque cites táo fáceis 

são 
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DE GEOMETRIA. P. IV. i$7 
são de achar , que nao ha alguém EST. xr. 
a quem nao poíTain oeeorrer. Porém 
daremos o feguinte modo de formai* 
o parallelepipedo , que de todos he 
o mais útil , que fc pode eonílderar. 

Imaginando-fc que hum quadra- 
do , ou redangulo ABGH fe move 
oaraUelamcntc a li meímo ,  de for- ot paratie- 
■T IA      lenipedos te que os  íeus quatro anginos A} $5o pro(3uzí- 
B , G ,  H  paífem cada  hum por a™, por hum 
, i r1    „   AH       Ur     reftangulo, huma das quatro minas AU ,  rso, quefemove 
GF, HE, perpendiculares ao plano ^e,fa 

do rc&angulo ABGH, fe verá que mermo. 
efre reclanguio pelo movimento, que 
temos deferipto, formara' o paralle- 
lepipedo ABCDEFGH. 

V. 

He quaíi inútil o advertir, que 
por huma linha perpendicular a 
hum plano entendemos huma linha, 
que não pende para alguma parte 
íbbre eíte plano ; e da mefma for- 
te, que hum plano, que não pen- 
de mais para huma parte do que pa- 

M ii ra 

A linha per- 
pendicular * 
hum plano 
lie aquella» 
que não 
pende par* 
alguma par- 
te deite pla- 
no. 
O mefmo 
he  de hum 
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são de achar , que não ha alguém EST. XK 
a quem não poíTain oeeorrer. Porém 
daremos o feguinte modo de formai* 
o parallelepipedo , que de todos he 
o mais útil , que fc pode eonílderar. 

Imaginando-fc que hum quadra- 
do , ou re&angulo ABGH fe move 
oarallelamentc a li meímo , de for- ot pantie- 
te que os  íeus quatro angmos A} $5o pro(3uzí- 
B , G ,  H  paífem cada  hum por «io* por hum 
, i r1   „ An     nr   reíbinsu,0> huma das quatro minas AU ,  rso, quefemove 
GF, HE, perpendiculares ao plano ^e,fa 

do rcclangulo ABGH, fe verá que mermo. 
efre reclanguio pelo movimento, que 
temos deíeripto, formara' o paralle- 
lepipedo ABCDEFGH. 

V. 

He quafi inútil o advertir, que Aiinhaper- 1        ..   , j •      1 pendicular * por  huma   linha   perpendicular   a hum p]ano 
hum plano entendemos huma linha, he a'i»eI!a» 

* _ - CJU*     J1HO 

que não pende para alguma parte pende par* 
fobre efte plano ; e da mcfma for* J^JE 
te, que hum plano, que não pen- no. 
de mais para huma parte do que pa- ° m£™m 

M ii ra 
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i^8 ELEMENTOS 

EST. xi. ra a outra íòbrc outro plano, fediz 
piano per-   £    perpendicular a cite fecundo pla- pemhcular a ^    V^V . ô ^ r 
outro piano, no; citas duas definições sao análo- 

gas áquclla, que demos de huma li- 
nlia perpendicular a outra linha. 

VI. 

Ora dííta fe feguc, que a linha 
ABj (Fig. 4.) que hc perpendicular 

A linha, que ao plano X, deve fer perpendicular 
tSSTU atodas aslinhas AC,AD,AE,&c. 
piano , he que partem da extremidade A deita 
\t?TÍZ Hnha, e que citam no mcímo plano. 
as unhas Porque hc evidente y que fe cila pen- 
qufpSèm <*eífe fobre alguma deitas linhas, cf- 
uo ponto, tariainclinada para alguma parte do 
tiniifcabe.3 plano. Logo cila llie náo feria per- 

pendicular. 
VIL 

Para fe reprefentar de hum mo- 
do bem feníivcl , o como a linha A3 
pode fer perpendicular a todas asli- 
nhas ? que partem da fua extremida- 

de 
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de A , não haverá mais do que fa- K S T. xr. 
zer huma figura em relevo da ma- 
neira feguinte. 

Conítrua-fc de qualquer matéria, 
que feja bem igual, e fácil de dobrar, 
como papel groíTo, hum rc&angulo 
FGDE, (Fig. y.) repartido cm duas 
partes iguacs pela rec~ta AB ,  per- 
pendicular aos lados ED, ^G ; do- 
bre-fc depois cllc rectângulo, de for- 
te que a prega fique na linha AB? 
c aílitn dobrado fc tranfportc fobre 
o plano X. He evidente, qnc qual- 
quer que feja a abertura , que fc der 
ás duas partes FBAE , GBAD do 
rc&angulo dobrado EADGBF, cilas 
duas partes ficarão fempre applica- 
das fobre o plano X, fera que a li- 
nha AB mude de pofiçao, rcfpcfti- 
vamente a cílc plano. Logo cila re- 
cla AB fera perpendicular a todas 
as linhas, qnc partem do feu pé pof- 
tas no plano X , pois que os lados 
AE, AD do rc&angulo. dobrado , 
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x6o        ELEMENTOS 

EST. xi. cada huma delias linhas pelo movi- 
mento, qnc temos dito. 

VIII. 

Da eonítrncçao precedente fe ti- 
ra huma prática muito commoda pa- 
ra elevar de hum ponto dado  cm 
hum plano huma linha perpendicu- 
lar aelle plano; ou para abaixar de 
hum ponto dado fora do plano hu- 
ma linha ,  que íeja perpendicular a 
efte plano. Porque fendo, por exem- 
plo, o ponto propoílo no plano em 
A, (Fig. 7.) 011 feja fora dcííe, co- 

Prática fim- mo em H, fc poderá fempre mover 
Smr?ou" ° reftangnlo EFBGDA fobre o pia- 
abaixar Per- no X, ate que a prega B toque no 
Sita? Ponto dado ; e AB virá a fer neite 

eafo a perpendicular pedida. 

IX. 
Do que também fe legue , que 

huma linha AB fera perpendicular a 
Huma linha hum plano X ,  todas as vezes que 
<S^ír ?iS" eu*a ^or perpendicular a duas linhas 

AE, 
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AE, c AD defte plano. Porque cn- EST. xr. 
tôoÃB poderá fer eoníiderada como faT/per*" 
a dobra de hum re&anenlo, do qual pendicuiar a 

i i    j J       J        "tias ^"«as fe apphcafíe num dos Jados da ao- defte pha0t 
bra fobre AE, e o outro fobrc AD. ^ P"tem 
^-v n 1      t -• 1 * J      * "°   P0nt0  » Ora  eíta dobra  nao poderia deixar ontle eiis 
de fer perpendicular a efte plano X.cahe- 

X. 

Qucrendo-íc levantar fobre Iiuma 
linha , qualquer que feja KL, hum 
plano perpendicular ao plano X, no 
qual cfteja efta linha , poderá fer- 
vi r para ifto o rectângulo dobrado 
GBFEAD; porque não fera precifo Manei™ «ie 

,       '   f      ATI ri     VT   levantar ha mais, do que por íobre a hnna KL, ?hnp per. 
oladoAD de huma das partes AD- pcmiicuiata 
GB dcílc rectângulo dobrado , e o ° 
plano deita parte ADGB fera aquel- 
le, que fe pedia. 

XI. 

Facilmente fc verá, que pondo- 
fe o terceiro plano Y (Fig. 8.) fobre 
os dous lados FB, e BG do mefmo 

re- 
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i^        ELEMENTOS 

EST. xi. reftangiilo dobrado , cftc plano Y 
fera tambcm perpendicular á linha 
AB, epor confequencia parallelo ao 
plano X. 

*™ Xío        Lo8° fc cm hum plano X fc le- 
paratieio a  van tarem  três perpendiculares EF. 
outro. A])       p»o   J      *        i • y 

AO , iXi de ignal comprimento, 
não as pondo cm linha reáa, o pla- 
no Y, que paliará pelos tres pontos 
F, B, G, ferá parallelo ao piano X. 

XII. 

Quando dons planos não cílive- 
rem parallclos, ferá fácil dcíabcr o 
angulo , que cllcs entre fi fazem, 
fervindo-fc do noíTo rctlangulo do- 
brado. Para iífo fe confegnir , fe 
applicará huraa das duas partes AB- 
GD (Figura 9.) deíle rcftangulo 
fobre o plano X; hc evidente que o 
angulo EAD, ou o fcu igual FBG, 
medirá a inclinação , que o plano 
EABF tiver fobre o plano DABG. 
Ora notando-fe que AB he a fecçao 
commua dcfcs planos > c que EA, 

e 

' 
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e AD sáo cada huma pcrpendicula- * s T. xr. 
res a linha AB, fe tirará facilmente 
a regra feguinte. 

Dados dous planos, que nao são Medir a in- 
parallelos , he precifo primeiramen- ^ffijf 
te bufear a linha recla da íua fecção fobre outro. 
commua ;  depois de qualquer pon- 
to defta linha íclhe tirem duas per- 
pendiculares, que cada huma cfteja 
em hum deites planos; e o angulo, 
que ellas entre fi formarem, medirá 
o angulo, que os dous planos dados 
fizerem entre fi. 

XIII. 

Como facilmente fe percebe que 
cm quanto ABFE faz o feu movi- 
mento á roda da dobra AB, a re- 
cla AE, cuja extremidade E defere- 
vê hum arco de circulo ED, nunca 
íahe do plano EAHD, perpendicu- 
lar ao plano X; e que a inclinação 
dehumare&a, qualquer, EA fobre 
o plano X, nãohe outra coufa fenão «jf'« !* 
o angulo EAD. também muito ta- que huma 

* cil- 

I 
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xÓ4 ELEMENTOS 

EST. xi. cilinente fc defcobre, que a inclina- 
fòbre hum Ç^° de buma re&a , qualquer, EA fo 
piano. bre o plano X, fe mede pelo angu- 

lo EAH feito entre cfta linha, e a 
linha AD, que paíTa por A, c pelo 
ponto H do plano X, onde cahc a 
perpendicular EH , abaixada íòbre 
cite plano, de qualquer ponto E da 
rc£ta AE. 

XIV. 

A infpecção fomente da figura, 
de que nos fervimos no Artigo pre- 
cedente, faz lembrar hum novo mo- 
do de abaixar de hum ponto E, (Fi- 
gura <?.) fora do plano X, huma li- 
nha EH, perpendicular aclle plano. 

Nova ma- Tendo-íê tirado no plano X Iui- 
bSsartuma ma }'m^a qualquer que feja BAS, fe 
íinin per- abaixará do ponto dado E a perpen- 
hum plano dicular EA a cila linha. lílo feito, 
dado. do ponto A, onde eíta linha perpen- 

dicular cahe, fe levantará no plano X 
a recla AD, perpendicular aAB; c 
abaixando depois do ponto dado E, 

fo- 
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DE GEOMETRIA. P. IV. 16$ 
fobrc a refta AD  a perpendicular EST. XI. 
EH, efta linha fera a perpendicular ao 
plano X. 

XV. 

Daqui  fe tira   outro  modo de segumiama- 
Icvantar  fobre hum plano X huma "a

c„"(r 
e 
huuu 

perpendicular MN , de hum ponto J;»^;a 
M dado fobre efte plano. hum piano 

Tendo-fe abaixado de qualquer dado. 
ponto E, tomado fóra do plano X, 
(Fig. 9.) a perpendicular EH, a cite 
plano, íc tirará pelo ponto dadoM 
a refta MN , que feja parallcla a 
HE, e efta ferá a perpendicular ao 
plano X. 

XVI. 

Depois do parallelepipedo , o 
fólido mais limples he o prifma re- 
ão , qne he huma figura ABCD- 
EFGHIKLM, (Figura 10.) cujas 
duas bafes oppoílas, e parallelas são 
dous polygonos iguacs, de tal lorte 
fouados 7 que os lados GF? FE, &c. 

de 

O prifirta 
reílo be 
huma figura 
fólida , çuc 
tem por ba- 
fes deus po- 
lygonos 
iguacs t e as 
outras  faces 
são reílan- 
guiares. 
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66 ELEMENTOS 

EST. xi. de hum são parallclos aos lados BC, 
CD , &c. do outro , e cujas faces 
são os rectângulos ABGH, BGFC, 
&c. 

XVII. 

Os Geómetras fuppócm eftas fi- 
guras formadas , aífím como os paral- 

í-orma^o   Idepipedos, por huma bafeABCD- 
dos ímlmas   r ■»«- r iti r teãos. -LM j que íe move parallclamcnte a li 

mefma, de forte que os feus ângulos 
A, B, &c. leguem as linhas perpen- 
diculares ao plano da fua bafe. 

XVIII. 

Para diftinção das dííFcrcntes ef- 
pecies dcprifmas rectos, felhes ajun- 
ta onomcdopolygono, que lhes fer- 
ve de bafe. Por exemplo, o prifma 
exagonal he aquclle , que tem por 
bafe hum exagono. 

XIX. 

DOUS prif- para fc acnar 0 ruodo de medir 
tem «tuas toda a forte de prifmas rectos , fe 

ob- 
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DE GEOMETRIA. P. IV. 167 
obícrve primeiramente, que de dons EST. xr. 
prifmas reclos , cujas bafes forem *j£"'^r* 
ieuacs -i  aquelle , qnc   tiver maior me»™ razão 
9 /•     , • r i-J „„   das fuás al- altura , fera maior em iolidcz , na turas#   ■ 

mcfma razão que a lua altura for 
maior. 

XX. 

Note-fe depois ,  que dons prif- Dons prif- 
mas reclos , que tiverem  a mcfma "Z^TcC 
altura, porem que hum tenha huma maaitura,- 
.     /• 11 -. eftam   na bafe , que contenha hum ceito nu- nief(lia wz3o 
mero de vezes a bafe do outro, cf- «j» fuás ba- 
ta rao entre íi na mcfma razão das 
fnas bafes. A verdade defta propofi- 
çáo facilmente fc percebe, rcfle£lin- 
do-fc na formação dos prifmas ex- 
plicada no Artigo XVII. 

Sejam abe d efg hiklm, (Fig. 
10. c 11.) ABCDEFGHIKLM dons 
prifmas , qnc tem a mcfma altura, 
c que a bafe abe âlm do mais pe- 
queno feja, por exemplo, hum quar- 
to da bafe ABCDLM. Como os 
dons prifmas são produzidos pelos 

mo- 
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i6S ELEMENTOS 

EST. xi. movimentos das fuás bafes, fegue-fe 
que hum plano, qualquer que íeja, 
que fer paralklo ao plano, em que 
citam as duas bafes, cortará nos doas 
prifmas dons polygonos, cada hum 
dos quacs fera igual á bafe do prif- 
ma, donde for cortado; iilo he, que 
a fecçáo do maior prifma fera fem- 
pre quadrupla da do menor. Logo 
o prifma ABCDEFGHIKLM fc po- 
derá conliderar como compolto de 
porções todas quadruplas das do prif- 
ma abe d efg hikl m, c por confe- 
quencia a folidez do primeiro prif- 
ma fera quadrupla da do fegundo. 

XXL 

Depois deíhs duas obfcrvaçócs, 
não ferá diíticil o formar a regra fc- 
guinte  para fc medirem todos os 
prifmas reclos. 

A medida Primeiramente fc medirá por pal- 
reâcTVeo   mos quadrados,  ou por pollegadas 
rrodudo da quadradas , &c. a área da bafe do 
fua aimra!a prifma propofto 3 depois fc multipli- 

ca- 
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DE GEOMETRIA. P. IV. 169 
cará o numero, que fc tiver achado, EST. X>. 
pelo numero de palmos, ou de pol- 
le^adas , &c. que contiver a altura 
do prifma, e o feu produclo dará o 
numero de palmos , ou de pollcga- 
das cubicas, &c. que o prifma pro- 
pofto contiver , c cite numero fera 
por confeqncncia a fua medida. 

XXII. 

Também fe dá o nome de prif- os prifma* 
f/t- 1 /!-«■ \ *. oblíquos ma  aos foi 1 dos, (tig. 13.) que tem d!fferenido« 

l.iias re- duas bafes polygonas iguacs^como gj^^ 
as precedentes, e cujas faces sao pa- asfa'ces def- 
rallelogramos , em lugar de ferem «*-£ 
rectângulos. Eftcs novos pnimas pa- aan«uioft c 
ra fe diftiugmrem daquellcs, de que «£-£ 
falíamos , íc chamam prifmas obh- gramo 
quos, em contrapofição aos outros, 
que fe chamaram primas rc&os. 

XXIII. 

Entendc-fe por prifmas oblíquos Formação 
Zi      r T 1 ...    do* prifma? aquellcs, que sao formados por nu- oblíqu08. 

ma bafe abcki , que fe move pa- 
rai- 
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EST. xi. rallclamcntc a G mefma ; c de tal 
forte , que os feus ângulos fcguem 
as linhas parallclas agjbh9c d, &c. 
que fe elevam fora do plano da ba- 
fe , mas que lhe não sáo perpendicu- 
lares. 

XXIV. 

A analogia, que ha entre a for- 
mação dcftc prifma, e adosprifmas 
rectos , dos quaes temos fallado , 
(Art. XVII.) nos dá facilmente a me- 
dida da folidez dos prifmas oblí- 
quos ; porque fe imaginarmos que 
ao pc de hum prifma obliquo abe d 
efgbik (Fig. 12. c 13.) cfteja hum 
prifma refto ABCDEFGH1K, que 
tenha a mefma bafe, e que cftes dous 
prifmas eilejam eomprehendidos en- 
tre duas parallelas, fe verá que a fo- 
lidez deites dous corpos fera abfolu- 
tamente a mefma. 

Porque fe por hum ponto, qual- 
quer que feja P da altura , te ázer 
pafiar hum plano parallclo á bale, 

as 

170 ELEMENTOS 

EST. xi. rallclamcntc a G mcfma ; c de taí 
forte , que os feus ângulos fcguem 
as linhas parallelas agjbh9c d, &c. 
que fe elevam fora do plano da ba- 
fe , mas que lhe não sáo perpendicu- 
lares. 

XXIV. 

A analogia, que ha entre a for- 
mação dcftc prifma, e adosprífmas 
rectos , dos quaes temos fallado , 
(Art. XVII.) nos dá facilmente a me- 
dida da folidez dos prifmas oblí- 
quos ; porque fe imaginarmos que 
ao pc de hum prifma obliquo abe d 
efgbik (Fig. 12. c 13.) cfteja hum 
prifma refto ABCDEFGH1K, que 
tenha a mefma bafe, e que eit.es dous 
prifmas eilejam comprehendidos en- 
tre duas parallelas, fe verá que a fo- 
lidez deftes dous corpos fera abfolu- 
tamente a mefma. 

Porque fe por hum ponto, qual- 
quer que feja P da altura , te iizer 
paílar hum plano parallclo á baíe, 

as 

170 ELEMENTOS 

EST. xi. rallclamcntc a G mcfma ; c de taí 
forte , que os feus ângulos fcguem 
as linhas parallelas agjbh9c d, &c. 
que fe elevam fora do plano da ba- 
fe , mas que lhe não sáo perpendicu- 
lares. 

XXIV. 

A analogia, que ha entre a for- 
mação dcftc prifma, e adosprífmas 
rectos , dos quaes temos fallado , 
(Art. XVII.) nos dá facilmente a me- 
dida da folidez dos prifmas oblí- 
quos ; porque fe imaginarmos que 
ao pc de hum prifma obliquo abe d 
efgbik (Fig. 12. c 13.) cfteja hum 
prifma refto ABCDEFGH1K, que 
tenha a mefma bafe, e que eit.es dous 
prifmas eilejam comprehendidos en- 
tre duas parallelas, fe verá que a fo- 
lidez deftes dous corpos fera abfolu- 
tamente a mefma. 

Porque fe por hum ponto, qual- 
quer que feja P da altura , te iizer 
paílar hum plano parallclo á baíe, 

as 

170 ELEMENTOS 

EST. xi. rallclamcntc a G mcfma ; c de taí 
forte , que os feus ângulos fcguem 
as linhas parallelas agjbh9c d, &c. 
que fe elevam fora do plano da ba- 
fe , mas que lhe não sáo perpendicu- 
lares. 

XXIV. 

A analogia, que ha entre a for- 
mação dcftc prifma, e adosprífmas 
rectos , dos quaes temos fallado , 
(Art. XVII.) nos dá facilmente a me- 
dida da folidez dos prifmas oblí- 
quos ; porque fe imaginarmos que 
ao pc de hum prifma obliquo abe d 
efgbik (Fig. 12. c 13.) cfteja hum 
prifma refto ABCDEFGH1K, que 
tenha a mefma bafe, e que eit.es dous 
prifmas eilejam comprehendidos en- 
tre duas parallelas, fe verá que a fo- 
lidez deftes dous corpos fera abfolu- 
tamente a mefma. 

Porque fe por hum ponto, qual- 
quer que feja P da altura , te iizer 
paílar hum plano parallclo á baíe, 

as 



r 

DE GEOMETRIA. P. IV. 171 
as feeçòes NOPQR, nopqr, que EST. XI. 
cfle piano formar em cada hum dcf- 
tes dons priímas, fe poderão conll- 
dérar, como fe as bafes iguacs AB- 
Cia jabcki chegaffcm a NOPQR, 
nopqry pelo movimento que fizcf- 
fem eíles dons priímas ; e aflim ef- 
tas  duas fecções feriam polygonos 
jguaes. 

Ora fe todos os cortes imaginá- 
veis , que neíles dons prifmas fe po- 
dem formar , cortados pelos mcfmos 
planos, são iguaes, fegue-fe que a 
ibmma deitas porções, ifto hc, dos 
priímas, he igual também. 

Exprime-fc  ordinariamente  eita os Prífm« 
J ^      ,   n j s-\ •/» oblíquos sao propofiçao deite modo :  Us priímas ;guaes MS 

oblíquos são iguaes aos priímas rc- pnfa"» re- 
cios ,  quando elles tem as mcimas do eiies tem 
bafes, e as mefmas alturas. A altura "r™eíil]."M 
do prifma he a perpendicular abai-mefm'at ai- 
xada do piano fiiperior fobre o infe- turas* 
xior? ou fobre ofeu prolongamento. 

N E 

■ 
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XXV. 

EST. xi.       Como os parallelepipedos devem 
entrar no numero dos prifmas, o 
que acabamos de dizer acerca dos 
prifmas  fe entendera  tambem dos 

omcfmoiie parallelepipedos oblíquos, ifto hc, 
1?* Pcdo"e" ^as %uras abcdefgh , (Eftampa 
oblíquos, 3 XII. Fig. 1. e 2.) produzidas pelo mo- 
pSlTepr vimento de hum quadrado, de hum 
pedos re-    reclangulo , e ainda de hum paral- 
Aos' lelogrammo,  de íbrte  que os feus 

quatro ângulos ligam as linhas pa- 
rallelas, que fe elevam obliquamen- 
te da fua bafe. Aílim o parallelcpi- 
pedo obliquo abedefgh ferá igual 

rsx, XII. ao parallcíepipcdo reclo ABCDEF- 
GH, fe a bafe abgh for a mefma, 
ou tiver a mefma liiperficie, que ti- 
ver a bafe ABGH; c fe a perpendi- 
cular abaixada do plano d efe fobre 
o plano abgh for igual á perpendi- 
cular abaixada do piano DCFE fo- 
bre o plano ABGH. 

Ten. 

Í7* ELEMENTOS 

EST. XI. 

O mefino he 
dos parale- 
lepípedos 
oblíquos, a 
refpeito dos 
paralelepí- 
pedos re- 
Aos. 

IST, XII 
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XXVI. 

Tcndo-fc vífto o que rcfpcita aos IST. xn. 
parallclcpipedos , eaosprifmas, exa- 
minemos agora as pyramides , ifto 
he , os corpos taes, como ABCD- 
EFG, (Fig. 3.) comprchendidos cm 
hum certo numero de triângulos, 
que partindo todos do mcfmo vér- 
tice A, fc terminam em huma bafe 
polygona, qualquer que feja BC- 
DEFG. He nccclTario coníiderar cf- 
ta forte de fólidos nao fomente pe- 
los haver nos edifícios, e em outras 
obras, que ha para conftruir , mas 
também porque todos os fólidos ter- 
minados por planos, são ajuntamen- 
tos de pyramides, afíim como as fi- 
guras rectilíneas são ajuntamentos 
de triângulos. Para nos certificarmos 
difto , não he precifo mais do que 
tirar linhas de hum ponto tomado á 
vontade, no interior do corpo pro- 
poílo, a todos os ângulos dclle. 

N ii Dif- 
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XXVII. 

£5T. XII. Diftinguem-fe também as pyra- 
midcs mimas das outras, ailím como 
os prifmas , pelo nome da figura, 
que lhes ferve de bale. 

XXVIII. 
Quando a pyramide tem por ba- 

fe huma figura regular , c que o feu 
vértice correfponde perpendicular- 
mente ao centro H da fua bale, co- 
mo na Figura 3. chama-fc então py- 
ramide refta; e ao contrario fc cha- 
ma pyramide obliqua, quando o feu 
vértice não cftá perpendicularmente 
por fima do feu centro, como na Fi- 
gura 5. 

XXIX. 

Para defeubrir a maneira de fc me- 
dir toda a forte de pyramidcs, tan- 
to rectas, como obliquas, principia- 
remos , fazendo fobre cilas figuras al- 
gumas reflexões geraes, que fe nos 

of- 
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DE GEOMETRIA. P. IV. 17? 
oferecem pelo conhecimento das pro- EST. Xir. 
priedades dos prifmas. 

Quando fc faz reflexão na igual- 
dade dos prifmas, que tem a mefma 
bafe, e a mefma altura, he natural 
o lembrar-nos, que os paraiIclogram- 
mos são ignaes entre fi? quando el- 
les tem citas mefmas condições , e 
que o mefmo hc tambem dos triân- 
gulos. Eítas tres verdades aprefen- 
tando-fc de hama vez ao cfpirito, 
a analogia nos deve conduzir a crer, 
que as propriedades, que são com- 
muas aos parallclogrammos , e aos 
triângulos , o podem tambem fer aos 
prifmas , e ás pyramides ; deve-fc 
pois fufpcitar que as pyramides, que 
tem a mefma bafe , c a mefma al- 
tura, tem tambem a mefma folidez. 

XXX. 

As reflexões feguintes confirma- 
rão o que fufpeitamos. 

Sejam ABCDE, abcdeÇBig* 
4. cj.) duas pyramides, cujas altu- 
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ijé ELEMENTOS 

EST. XII. ras AH, a h fejam as mcfmas , c 
as fuás bafes duas figuras iguaes 
BCDE, b c d e ; imaginando pois 
que eftas duas pyramidcs fejam cor- 
tadas por huma infinidade de pla- 
nos parallelos ás fuás bafes , facilmen- 
te fe comprchcndcrá que as porções 
cortadas deitas duas pyramidcs darão 
os quadrados iguaes IKLM, iklm, 
e por confequencia, que as duas py- 
ramidcs podem fer confideradas co- 
mo ajuntamentos dehumniefmo nu- 
mero de porções cortadas , que fe- 
ráo iguaes, cada huma áfua corres- 
pondente. Logo difto fe deve con- 
cluir, que a fomma das porções cor- 
tadas fera' igual de huma , e outra 
parte, iílo hc, que as duas pyrami- 
dcs ferao iguaes cm folidez. 

Sc as bafes das duas pyramidcs 
foíTein outros polygonos regulares, 
ou irregulares BCDEF,bcdef(l7ig. 
6. c 7.) iguaes entre íi, ninguém 
deixaria também de entender , que 
todas as porções cortadas IXLMN, 

ik 
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DE GEOMETRIA. P. IV. 177 
iklmn de huma, contra parte das EST. XII. 
duas pyramides, feriam iguaes entre 
íi; e por eonfequencia concluir dif- 
to , que as pyramides teriam fempre 
amcfma folidez, quando ellas tivcC- 
fem a meíma bafe , e a meíhia altura. 

xxxr. 
Tudo Ifto he fácil de imaginar, 

depois da dcmonílração, que demos 
da igualdade dos prifmas, que tem 
a mefma altura; com tudo a feme- 
lhança , que ha entre qualquer corte 
IKLMN de huma pyramidc, ca fua 
bafe BCDEF, e a igualdade dos cor- 
tes IKLMN, c iklmn, entra no 
numero daquellas propofíçõcs , que 
ainda que intclligiveis para todos , 
tem cm rigor neceííldadc de huma 
demonftraçao. Ora para eftafe achar, 
fomos obrigados a entrar em varias 
confidcraçóes fobre a femclhança das 
figuras fólidas. 

Tor- 
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ijS        ELEMENTOS 

EST. xir. XXXII. 
Tornemos á pyramidc ABCD- 

EF , (Fig. 6. c 7.) e fnpponhamos 
que cfta fcja cortada por hum plano 
IKLMN, parallclo á fua bafe; va- 
mos a demonítrar que a fecçao, ou 
córtc formado por cfte plano na py- 
ramidc, hc hum polygono perfeita- 
mente femelhante ao polygono BC- 

Em q«e DEF; e que a pyramidc AIKLMN 
_ femèiiimV hc cm íl mcfma inteiramente feme- 
' de duas 6- Jhante á pyramidc ABCDEF; ifto hc, 

que os ângulos , que todas as linhas 
delias duas figuras formam, são refpe- 
cYivamente iguacs ; c que todos os la- 
dos da pyramidc pequena tem entre 
jfi a mefma razão, que tem os lados 
da grande. 

XXXIII. 

Principiemos obfervando , que 
fc dons planos X, e Y (Figura 8.) 
são parallclos, c que fc duas linhas 
qnaefqucr ALD , AME , partindo 
de hum mefmo ponto , A 7 atraveA 

fam 

£ura?. 
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DE GEOMETRIA. P. IV. 179 
famcfiesdous planos, as rcftas LM, EST. xir. 
e DE , que encontram os pontos L, 
M, D, E, ferão parallclas. A ra- 
zão difto hc , que fe eftas duas li- 
nhas não foffem parallclas , fc en- 
contrariam j fendo produzidas cm al- 
<nima parte ; mas fe produzindo-as 
fc encontraflem, os planos, cm que 
cilas fc acham, e donde não podem 
fahir ,  fendo também  produzidos, 
quanto  fofíc neceflario , da mcfma 
forte fe encontrariam. Logo elles não 
feriam parallclos , como fc fnppu- 
nha- XXXIV. 

Suppondo-fc pois que o plano 
IKLMN(Fig.6.) feja parallelo ao 
plano BCDEF, difto fe feguirá que 
todas as linhas ML , LK, Kl, IN, 
NM ferão parallclas ás linhas ED, 
DC , CB, BF, FE; e por confe- 
qnencia os triângulos ALM, AKL, 
AIK, &c. ferão femelhantes aos triân- 
gulos ADE, ACD, ABC, &c. To- 
mando hum dos lados deites trian- 

gu- 
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iôo ELEMENTOS 

EST. xir, gníos , AM por exemplo, por me- 
dida corarana , ou petipé de todos 
os lados da pyramide pequena , ao 
mefmo tempo que o lado correfpon- 
dente AE fervir de medida aos la- 
dos da grande , facilmente íc vera 
que os lados ML, LK, KI,&c. do 
polygono IKLMN" ferão proporcio- 
naes aos lados ED, DC, CB, &c. 
do polygono BCDEF. 

Também ferá fácil o comprchen- 
der , que todos os ângulos IKL, 
KLM , &c. ferão refpcíHvãmente 
igtiaes aos ângulos BCD , CDE, 
pois que os primeiros ferão forma- 
dos por linhas parallelas aos lados 
dos fegundos. Logo cftes dons po- 
lygonos IKLMN,BCDEF ferão fe- 
meíhantes. 

XXXV. 

Ora fendo os lados AM, AL, 
AK , &c, proporcíonaes aos lados 
AE, AD , AC, &c. e os ângulos 
ALM 3 ALK ? &c. rcfpc&ivamente 

iguaes 
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iguacs aos ângulos ADE,ADC,&c. EST. xir. 
por canfa da fcmclhança dos triân- 
gulos ALM , ADE, ALK, ADC, 
&c. as duas pyramidcs AIKLMN, 
ABCDEF ferão inteiramente ieme- 
Ihantcs. 

XXXVI. 

Finalmente , fc  do ponto A fc 
tirar AH, perpendicular ao plano, 
cm que cftá conftruido o polygono 
BCDEF, c que QJcja o Ponto > on" 
dele encontre cfta perpendicular com 
o plano do polygono IKLMN, hc 
evidente que as re£tas AQ^,  AH, 
alturas das duas pyramidcs AIKL- 
MN , ABCDEF, citarão entre íi na 
mefma razão dos feus lados homó- 
logos AM,AE; AL,AD, &c. ou, 
o que vem a fer o mcfmo, toman- 
do-fe as alturas A<X, AH por peti- 
pés das duas pyramidcs , os lados 
AM, AL, &c. conterão tantas par- 
tes de AQj, quantas partes de AH 
contiverem os lados AE, AD, &c. 

Tor- 
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i2z ELEMENTOS 

XXXVII. 

EST. xir. Tornemos agora a confiderar ao 
rncfmo tempo as duas pyramidcs A- 
BCDEF , (Fig. 6. e 7.) abedef, 
c ver-fe-ha que os dous cortes IK- 
LMNj ikli7i7i, fendo femelhantes 
ás bafes BCDEF, bedef, que são 
as raefmas, ferão entre íi femelhan- 
tes. Demais fe verá, que eíles dous 
cortes ferao entre íi iguaes, pois que 
os petipes dcíhs duas figuras são as 
re£hs iguaes AC^, aq, alturas das 
pyramidcs AIKLMN, atklmn. 

Logo , fem fc faber qual he a 
p, folidez das pyramidcs , fc fabc já 

a Hfe, e com  certeza , que fe cilas tem a 
;i me ima ai- r « 1 r tr ^ 
tura, são    meima aJtura, c a mcíma bale, sao 
ifiuaes.       iguaes , como nós o tínhamos fuf- 

pcitado. (Art. XXIX.) 

XXXVIII. 

mldí»1?*     ^c as ^a^cs ^as ^uas pyram^cs 

também'     em lugar de ferem as mefmas, fof- 
igiues, fe    fem   f(5mcnte   igUaes   cm   fuperficie, 

as 

As pyrami- 
des , que 
tem a me 
111 
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as pyramidcs ferião também iguacs EST. xir. 

V,.. r . ?   „ J „-T   tendoamef- cm fohdcz; porque lejam abeaej■, ma a,turay 
e ar st (FÍ£. 7. c 9.) duas pyrami- •>* r«»» i*- 
des , que tenham  a meíma altura fcjam po]y. 
ah\ cortando-fe cilas duas pyrami- gonotfeme. 

_     * . , 11   1        ' Ihantes,sao des por qualquer plano par alicio a iguaes em 

bafe , hc evidente que haverá a mef- f«p«fcie. 
ma razão entre a área iklmn, c a 
área bedef, que houver entre a 
área u xy, e a área r st\ pois que / k 
Imn, bcàef, fendo(Art.XXXIV.) 
figuras femelhantes , não differem. 
(Part.I. Artigo XLVIII.) fenab pe- 
los feus petipés aq, ah, &c. e as 
figuras u xy , r J í, fendo também 
femelhantes , da mcfma forte não 
differem fenao pelos fens petipes, 
que são também as linhas aq, ah. 

Porém fc as bafes rst, bed 
ef são iguaes em fuperficie, as fuás 
partes proporcionaes uxy , iklmn 
ferão também iguacs. Logo todas as 
porções cortadas das duas pyrami- 
dcs ar st, abcdeftcxío a mcfma 
extensão. Logo a fomma delias, ifto 

he? 
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he? 

DE GEOMETRIA. P. IV. 183 
ás pyramidcs ferião também iguacs EST. xir. 

V,., r. 1       1 nf   tendoamef- cra folidcz; porque íejam abeaej, ma a,turay 
e ar st (Fiff. 7. c 9.) duas pyrami- •>* r«»» i*- 
des 3 que tenham  a meima altura fcjam po]y. 
ah\ cortando-fe cilas duas pyrami- gonosfeme. 

_     * , , 111' lhantes,sao des por qualquer plano par alicio a iguaes em 
bafe , hc evidente que haverá a mef- %«ficie. 
ma razão entre a área iklmn, c a 
área bedef, que houver entre a 
área u xy, e a área r st\ pois que / k 
Imn, bcàef, fendo(Art.XXXIV.) 
figuras femelhantes , não differem 
(Part.I. Artigo XLVIII.) fenáo pe- 
los feus petipés aq, ah, &c. e as 
figuras u xy , r s t, fendo também 
femelhantes , da mcfma forte não 
duTcrcm fenao pelos fens petipes, 
que são também as linhas aq, ah. 

Porém fc as bafes rst, bed 
ef são iguaes em fuperficie, as fuás 
partes proporcionaes uxy , iklmn 
ferão também iguacs. Logo todas as 
porções cortadas das duas pyrami- 
des ar st, abcdeftcxío a mcfma 
extensão. Logo a fomma delias, ifto 

he? 

DE GEOMETRIA. P. IV. 183 
ás pyramidcs ferião também iguacs EST. xir. 

V,., r. 1       1 nf   tendoamef- cra folidcz; porque íejam abeaej, ma a,turay 
e ar st (Fiff. 7. c 9.) duas pyrami- •>* r«»» i*- 
des 3 que tenham  a meima altura fcjam po]y. 
ah\ cortando-fe cilas duas pyrami- gonosfeme. 

_     * , , 111' lhantes,sao des por qualquer plano par alicio a iguaes em 
bafe , hc evidente que haverá a mef- %«ficie. 
ma razão entre a área iklmn, c a 
área bedef, que houver entre a 
área u xy, e a área r st\ pois que / k 
Imn, bcàef, fendo(Art.XXXIV.) 
figuras femelhantes , não differem 
(Part.I. Artigo XLVIII.) fenáo pe- 
los feus petipés aq, ah, &c. e as 
figuras u xy , r s t, fendo também 
femelhantes , da mcfma forte não 
duTcrcm fenao pelos fens petipes, 
que são também as linhas aq, ah. 

Porém fc as bafes rst, bed 
ef são iguaes em fuperficie, as fuás 
partes proporcionaes uxy , iklmn 
ferão também iguacs. Logo todas as 
porções cortadas das duas pyrami- 
des ar st, abcdeftcxío a mcfma 
extensão. Logo a fomma delias, ifto 

he? 



184 ELEMENTOS 

EST. xir. hc, asmefmas pyramides, ferão iguaes 
cm folidcz. 

XXXIX. 

Aspyraini- Se a bafe bcdefda. primeira 
tein'a

q»ief- pyramidc contivefTe a bafe r st hum 
ma altura,   certo numero de vezes , aíulidez da 
eltam entre        . . , .    ' _     _ 
íí como as  primeira pyramidc abe def conteria 
fuás bafes.   0 mefmo numero de vezes a folidez 

da fegunda ar st. 
Porque ncíle cafo a bafe b c d ef7 

fendo dividida cm varias partes, ca- 
da huina das quacs foíTc igual abafe 
rst, fc poderia conceber fer a py- 
ramide ab c <•/*/* compoíta de varias 
outras pyramides, que tiveíTem por 
bafes as partes de bedef. Ora ca- 
da himia deitas novas pyramides fe- 
ria igual áfegunda pyramidc arsty 
fcgnndo o provámos no Artigo pre- 
cedente. Logo, &c. 

Que fc abafe rst não fofle exa- 
ctamente  contida   na bafe bedef, 
mas  fim cilas   duas bafes tiveíTem 
lmma medida commua X , fc divi- 

di- 
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diria cada hnma das duas bafes bc EST. XII, 
def,rst cm partes igiiaes X, c fc 
veria que as duas pyramides abe d 
ef^arst feriam compoftas de tan- 
tas novas pyramides, todas entre fi 
iguacs , quantas as duas bafes con- 
tiveífem de partes X. Logo^ as py- 
ramides abedefy ar st feriam en- 
tre íi como as fuás bafes. 

E fc as bafes fcíTcm incommen- 
furáveis , fc moftraria fempre que 
nao obílante ifto , as pyramides ef- 
tariam entre íi na mefma razão das 
fuás bafes , fervindo-nos de hnma 
inducçao femelhante áquella , de que 
ufámos cm cafo femelhante, (Part. 
li. Art. XXViII.) quando fc tratou 
de comparar as figuras y cujos lados 
eram incommenfuraveis; iílo he, que 
fc diminuiria ao infinito a medida 
X, de modo que cila pudeffe fer jul- 
gada por medida commua, tanto da 
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i8ó        ELEMENTOS 

XL. 
EST. xu. Tcndo-fc dcfcubcrto que as pyra- 

mides, que tem a mcfma altura ? cf- 
tam na mcfma razão das fuás bafes ? 
fe deve reconhecer que a medida da 
folidez delias inclue em íi pouquiffí- 
ma difficuldade. 

Porque não fe trata mais do que 
de faber medir hum a fó pyramide 
para fc faberem medir todas as mais. 
Snpponhamos , por exemplo , que 
fabemos medir a pyramide ABCDE, 
(Fig. io. c íi.) e que fe nos pede 
a medida da pyramide ASTVXY, 
que não tem a mcfma altura, nem 
a mcfma bafe da primeira : panei- 
piaremos, fazendo huma pyramide 
femclhantc á pyramide ABCDE, e 
que tenha a altura da pyramide AS- 
TVXY, o que fera muito fácil; por- 
que bailará (Art. XXXV.) prolon- 
garem-fc os lados AB, AC, AD, 
AE, c cortallos pelo plano LMNO, 
cuja diíiancia AG do vertice A íeja 
igual á altura AO. 
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Ifto feito , pois que por fnppo- EST. XII. 

fição fabemos medir a pyramide AB- 
CDE, he evidente que também fa- 
beremos medir a  pyramide ALM- 
NO , que lhe be fcmclbantc ; porque 
quaefquer que fejam as operações, 
pelas quaes  fe medir   a  pyramide 
ABCDE, as meímas fe poderão fem- 
pre fazer para fe medir a pyramide 
ícmclhante ALMNO , excepto que 
nefta fe ufará de bum petipe differente; 

Supponhamos pois que a pyra- 
mide ALMNO efteja medida; a fua 
medida determinará  também a da 
pyramide propofta ASTVXY, por- 
que pelo Artigo precedente citas duas 
pyramides citam entre fi como as 
luas bafes LMNO, STVXY; c de- 
mais nós cnfinámos na fegunda Par- 
te a achar a razão, que ha entre eftas- 
quas bafes. 

XLL 

Pois que não fe trata fenão de 
medir mima fó pyramide para fa~ 

O beç 
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i88 ELEMENTOS 

EST. XII. ber medir todas as que fe podem ima- 
ginar ? proponhamo-nos huma delias 
extremamente limples, que fe pôde 
formar, tirando dos quatro ângulos 
A,B,C,H (Fig. 12.) de huma das 
faces de hum cubo ABCDEFGH 
quatro linhas ao ponto O , centro 
defte cubo; ifto hc, ao ponto igual- 
mente difhmte de A, D, B, E, &c. 

Facilmente fe comprchende que 
efta pyramidc hc a fexta parte do 
cubo , pois que eftc fe pode desfa- 
zer em feis pyramidcs iguacs , to- 
mando cada face por bafe. Ora o 
valor do cubo he o produ&o da al- 
tura AF pela bafe ABCH. Logo pa- 
ra fe ter o valor da pyramidc , he 
neccífario repartir o produ&o de AF 
por ABCH cm feis partes iguacs; 
ou , que hc o mefmo, fera precifo 
multiplicar a fexta parte da altura 
AF pela bafe ABCH ; e como a 
fexta parte da altura AF he o terço 
da altura OL da pyramidc OABCH, 
pois que a fua altura OL he a me- 

ta- 
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tade do lado do cubo, fegue-fc que EST. m 
a medida da pyramide OABGH hc 
o produfto do terço  da fiia altura 
pela fua bafe. 

XLIL 

Agora fupponhamos que haja pa- 
ra medir huma pyramide, qualquer 
qne ella feja, OKMNSTV; (Figu- 
ra 13.) imaginemos hum cubo, cu- 
jo lado AB, (Figura 12. e 13.)1011 
AF,  tenha dobrada altura de OL 
da pyramide propofta; c imagine-fe 
neílc cubo huma pyramide OABCH, 
a ponta da qual efteja no centro, c 
que tenha por bafe huma das faces 
ABCH do cubo. Efta nova pyrami- 
de terá amefina altura da primeira 5 
e por confcqucncia (Art. XXXIX.) 
a íolidez de OABCH fera para  a 
de OKMNSTV, como a bafe AB- 
CH para a bafe KMNSTV. Ora 
pelo Artigo precedente o produto 
do terço da altura commua OL pe- 
la bafe ABCH he o valor da pyra- 

O ii nu- 
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190 ELEMENTOS 

EST. xn. mideOABCH. Logo oprodufto do 
A roítdezde terço ^a mcfma altura commua OL 
qualquer py- 5 t 

ramide, he o pela bafe KMNSTV, fera o valor da 
ZtTX Pyamide propofta OKMNSTV. 
terqo da fua       E com 1ÍI0 fe defcobrc cílc theo- 

rema geral, que huma pyramide tem 
por medida o produclo da fua bafe 
pcJo terço da fua altura. 

XLIIL 

Como temos viílo (Art. XXI.) 
que a folidez de hum prifma lie o 
produto da fua bafe pela fua altu- 

A pyramide ra, claro cílá pelo Artigo preceden- 
do rVfma° te quc as pyramidcs ferão fempre 
que tem a a terça parte dos prifmas, que tive- 
"amerma* rcm a nieíina bafe , ca mefma aU 
altura. tlira. 

XLIV. 

Depois de termos medido todos 
os fólidos terminados por planos, 
vamos agora a procurar o caminho, 
qnc fc poderá ter feguido para fc 
inedirem os fólidos ? que tem as fuás 

for 
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fupcrficics cnrvas. E como na ter- EST. xii. 
ccira Parte não trata'mos fenão das 
figuras, cujos contornos não contém 
outras curvas, fenão as do circulo, 
aqui também não examinaremos fe- 
não os corpos, cujas curvidades são 
circulares. 

Teremos doiis obje&os no exa- 
me deftes corpos, a medição das fuás 
fupcrficics, e a dos feus fólidos; por- 
que fendo eftas fupcrficics ou intei- 
ramente curvas, ou parte planas, e 
parte curvas , não podemos remet- 
ter-nos para a fua medição d primei- 
ra Parte, como fizemos para os cor- 
pos terminados por planos. 

XLV. 
O mais fimples de todos os fó- 

lidos curvos hc o cylindro , hc cfte 
hum corpo como ABGDEF, (Eftam- 
pa XIII. Fig. 1.) as duas bafes do 
qual ABC, DEF são dous círculos 
iguaes, e parallclos unidos por hu- 
ma fupcríicie curva ,  que fe pódc 

ima- 

EST. Xllfc 
O cylindro 
he hum fali- 
do termina- 
do r>or du:ts 
bafes oprmf- 
tas, e parai- 
leias, que 
sao círcu- 
los i^iues, 

DE GEOMETRIA. P. IV. 191 
fuperficics cnrvas. E como na ter- EST. XII. 
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ma fuperficie curva , que fe pódc *» *■»• 
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EST. XIII 
e por hum 
plano curva- 
do á  roda 
úas fuás cir- 
cumferen- 
cias. 

Bíflinguem- 
fe em cylin- 
dro reíto, e 
em cylindro 
obliquo. 

192-        ELEMENTOS 

• imaginar fcr formada por hum pla- 
no cingido á roda das fuás circum- 
fcrcncias. 

Quando os dons círculos citam 
fituados de modo , que o centro G 
do primeiro correfpondc perpendi- 
cularmente fobre o centro H do fc- 
gundo , o cylindro então fe chama 
recto. 

Pelo contrario o cylindro fc cha- 
ma obliquo , quando a linha tirada 
pelos dous centros G,cH (Fig. 2.) 
hc obliqua a refpeito dos planos ABC, 
DER r ? 

XLVI. 

Jo^So. rvAA formfçío scortrica dcílcs 
iondos, análoga aqnellas dos prif- 
mas , e dos parallclepipcdos , dos * 
quaes falíamos (Art.X VIL) eonmte 
em fazer mover hum circulo paral- 
Iclamcntc a íi mefmo, de forte que 
todos os fens pontos deferevam li- 
nhas rectas parallclas, que fe elevam 
fora- do plano deite circulo. 
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I XLVIL 
O modo de medir a fupcrficie EST.XIII. 

de hum cylindro rc&o , o que hc 
muitas vezes neceíTario  na prática, 
achar-fc-ha na maneira feguinte. 

Tcndo-fe repartido as duas cir- 
cumfcrcncias ABC, (Fig. 1.) DEF, 
cada huma em igual numero de par- 
tes , corrcfpondcndo  os pontos de 
divisão perpendicularmente huns por 
fima dos outros, fe tirem as linhas 
rc&as, que nnão os ângulos corref- 
pondentes  dos dous polygonos re- 
guiares, que fc formam por efta ope- 
ração. Hc evidente que então fe te- 
rá hum prifma , cuja fupcrficie fera 
compofta de tantos rectângulos com- 

•prehendidos na fupcrficie do cylin- 
dro ,  quantos forem os lados com- 
prchendidos cm cada huma das cir- 
cunferências ABC, DEF. Ora ten- 
do todos cftes rectângulos cada hum 
a fua altura igual a AD, a fua me- 
dida total íerá o produto da altura 

AD, 

m 
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EST. XIII, 

A fuperficie 
curva  de 
hum cylin- 
àro recto,he 
igual a hum 
rectângulo, 
que tem a 
roefina altu- 
ra , e que a 
fun-bafe he 
igui! á cif» 
cu inferên- 
cia* 

i<?4        ELEMENTOS 

AD, pela fomma de todas as bafes, 
iílo he, pelo contorno do polygono 
comprchendido, oninferipto no cir- 
culo DEF, ou ABC. 

Mas como á medida que o nu- 
mero de lados deílc polygono for 
maior , o contorno do polygono fc 
avizinhará cada vez mais a fer igual 
d circumfèrencia , c a fuperficie do 
prifma a fer igual á do cylindro, 
fegue-íc que imaginando-fe fer infi- 
nito o numero dos lados do poly- 
gono , cm nada diíFcrirá o prifma do 
cylindro. Logo a fuperficie curva do 
cylindro rc&o, he igual a hum re- 
ctângulo , cuja altura leria AD? e 
a fua bafe huma linha refta igual á 
circumfèrencia DEF. 

Eík propoílçãb pode fervir para* 
fc faber, por exemplo, quanto feria 
precifo de feda para cabrir hum pi- 
lar cylindrico, ou para ta pecar o in- 
terior de huma Torre redonda. 

jQuan* 
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XLVIIT. 

Quanto á fuperficic do cylindro EST. XUI. 
obliquo, não fe pode efta medir da 
mcíma maneira , porque cm lugar 
de reétangulos fe teriam parallelo- 
gramos de alturas diffe rentes. So- 
mente por methodos muite compli- 
cados , c muito difficcis fe chegou a 
faber pouco mais, ou menos o valor 
deita fuperficie; e os problemas deite 
ocnero não competem a elementos. 

XLIX. 

A folidez dos cylindros, fejam 
rc&os, o\i oblíquos, hc coufa muito 
fácil de achar; porque hc evidente, 
que tudo o que temos dito dos prit- 
mas , ferá applicavcl aos cylindros, 
£o-urando-fe ferem os cylindros co- 
mo os últimos dos. pnlmas, que lc dr0l> que 
lhes poíTam inferever. t«n a mef- 

•1, __ -.    , . «ia bafe , c AíTim os cylindros, que tiverem a mefnM al- 

a mefma bafe , c a mcfma altura, íu^s
s5

e°ra 
feião iguaes cm folidez, fòud«. 

& E 
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j$6       ELEMENTOS 

EST. XIII. 

A medida E a medida do cylindro, qual- 
cyiindroqUhe <luer) confíftirá no produclo da íua 
o produâo  bafe pela íua altura. 
da fua bafe 
pela fua ai- T T 
tura. ^lt 

A pyramide cónica  hc  o fólido 
curvo mais ílmplcs depois do cylin- 
dro; fendo huma figura como AB~ 
CDE , (Fig. 3. e 4.) cuja bafe hc 
hum. circulo , c  cuja fuperficic hc 
compoíta de huma infinidade de li- 

A pyramide nhãs rectas ,  que concorrem  todas 
humfóndo, ^a circumfcrcncia BCDE ao vértice 
que tem por A. Pódc-fe confiderar^cftc fólido co- 
bafe hum , . . 
circulo.       mo numa pyramide , que tem por 

bafe hum circulo. 

LÍI. 

piftinguem.       Sc a ponta , ou vértice A da 
fe em pyra- . .    *    ,   .    ' r . 
míde cónica pyramide cónica   correiponde   per- 
reíta, eem pcndicularmeíite por ííma do centro 
pyramide       í-x    1     r       ,    r 

r ^. 
cónica obii- *J aa iiia bale, como na Jngura 3» 
qua< a pyramide cónica fe chama recta; e 

fe 
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fe o vértice correfponde a hum pon- EST-xin- 
to differente do centro da bafe, co- 
mo na Figura 4.   fe chama obliqua. 

LIII. 

Para fc medir a íuperficie de hli- 
ma pyramidc cónica recta ABCDE, 
(Fig. 3.) fe deve cita imaginar, como 
fe folíc a ultima das pyramides, que 
fc lhe poíTa inferever, ifto he, que fe 
dividirá a circumferencia dafua bafe 
BCDE, como fc fez á circumferen- 
cia do cylindro cm huma infinidade 
de pequenos lados j e tirando linhas 
de todos os ângulos ao vértice A da 
pyramidc cónica ? fe achará que a 
íuperficie da pyramidc cónica he hum 
ajuntamento de huma infinidade de 
pequenos triângulos ifofcclcs, a altura 
dos quacs he igual ao lado AB da py- 
ramidc cónica, fendo todas as baíes 
dos mefmos triângulos tomadas jun- 
tamente , igiiaes á circumferencia , 
BCDE 3 do que he faeil de ver, que fuper&ie da 

a me- 

^^■w» 
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i^2 ELEMENíOS 

EST.xrrr. a medida deita fuperficie fe achará, 
EM re- multiplicando a metade de ÁB pela 
íia, muitu circumfcrcncia BCDE. 
plicmdo a 
metade do 
feu lado pela LI V 
ctrcimife- 
rencia da íua 
bafe* Se agora nos lembrarmos de que 

a fuperficie de hum fcclor dcfte circu- 
lo he (Part. III. Art. X.) igual ao pro- 
duclo do arco deite fe&or por a me- 
tade do feu radio, fe verá que para 
cubrir a pyramide cónica recta AB- 
CDê com huma fuperficie flexí- 
vel , como papel groíTo , &c. feria 
neccíFario tomar hum feclor de cir- 
culo, o radio do qual foíFe igual a 
AB , e o arco igual á circumfcrcn- 
cia BCDE. 

LV. 

A fuperficie 
curva de liu- 
ma pyrami- 
de cónica he 
hum fector 
de circulo. 

Quando a pyramide cónica he 
obliqua, a medida da fua fuperficie, 
aííim como a do cylindro obliquo, 
he muito diíficil de fe faber, ainda 
que não feja mais que por approxi- 

ma- 
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mação, c também hchnm problema EST. xni; 
fora dos limites dos Elementos. 

LVL 

Quanto á folidez das pyramides 
cónicas, fejam cilas rectas, ou obli- 
quas, ferão eonfideradas como a ul- 
tima das pyramides polygonas, que 
fc lhes polfa inferever, c por confe- 
quencia fe lhes poderá appliear o 
que das pyramides fe difíc em ge- 
ral. 

AíFim as pyramides cónicas, que As pyrami- 
*X ir r_     <ies cónicas, tiverem a meima baie , e a mclma qiie tem a 

altura , fera o ienaes. mefmabafe, 
' <-> e a me fina 

T "X/TI" altura, são 
iguaes. 

E a folidez de huma pyramide A fua medí- 
cómea , qualquer que feja , fera o *£ ^Zl 
produclo da fua bafe pelo terço da bafe peio 
£ * *■ * terco <fafua 
iua altura. ^^ 

LVIII. 

He muitas vezes neccíTario me- 
dir hum corpo tal como BCDEF- 

GH, 
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aoo ELEMENTOS 

EST. xin. GH, (Fig. 5". c 6.) a que chamara 
pyramidc cónica troncada , que lie 
a parte, que fica de huma pyrami- 
dc cónica AFGH, tendo-fe-lhe cor- 
tado outra pyramidc cónica mais pe- 
quena ABCDE por huma fecçao pa- 
rallcla ábafcFGH. Be evidente que 
a medida deite fólido íerá a dife- 
rença que houver entre as duas py- 
ramides cónicas ABCDE, AFGH. 

LíX. 

Quanto áíupcrficic de huma py- 
ramidc cónica troncada, fe cila for 
formada pela fecçao de huma pvra- 
mide cónica refta , póde-fc achar 
coufa, que feja mais íimplcs do que 
he medirem-fc feparadamente as fu- 
períicies das duas pyramides cónicas, 
e diminuir-fe huma da outra, para 
o que fe ufara do methodo fcguin- 
tc, que hc fácil de imaginar, depois 
do que diflemos no Artigo LIV. 

Supponhamos que ALR (Fig. 6, 
e 7.) feja o fcclor, que feria necef- 

ía- 
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ía- 



DE GEOMETRIA. P. IV. 201 
fario fc conftruilFe para cubrir a py- EST. XIII, 
ramidc cónica AFGH ; defere ven- 
do pois do centro A, com o inter- 
valío AM igual a AB , hum arco 
MP , claro eftá que o cfpaço MP- 
RL lerá huma porção de coroa pró- 
pria para com cila fc cubrir a íu- 
perficie procurada da pyramide có- 
nica  troncada.   Ora   imaginando-fc 
que as  duas circumfcrcncias ,   das 
quacs MP, c LR são os ícus arcos 
femelhantes, cltcjam completas, fe 
terá huma coroa inteira , que terá 
por medida  (Pare. III. Art. VIII.) 
o produclo de ML, igual a BF por 
huma circumfcrcncia , da qual feja 
radio AN, fuppofto eílar N no meio 
de ML. Logo a porção de coroa Maneira de 
MPLR, ou a fuperficie da pyrami- J^d/de" 
de cónica troncada BCDEFGH , que hum» n-ra- 
lhe he igual ,  fc medirá , multipli- SincsST* 
cando ML pelo arco NQ^ ou, que 
vem a fer o mefmo, multiplicando 
BF pela circumfcrcncia IKL , que 
nos dará afecção do fólido propoito 

por 
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loi        ELEMENTOS 

EST. xnr. por hum plano parallclo á bafe , e 
que paíTa pelo meio I do lado BF. 

LX. 

A esfera be O   llltímO   dos   COrpOS   fólidoS , 
LTrupS: de que trataremos , fc chama Esfc- 
cie tem to- ra ? ou Globo, que he aquellc, cuja 
Jontos fc"S fuperficie tem todos os feus pontos 
igualmente  igualmente diltantes de hum mcíino 
centro"  ° ponto , que he o centro delia. Ha 

muitas vezes neceífidade de fe me- 
dir eíla fuperficie ; querer-fe-ha fa- 
ber, por exemplo, quanto fera pre- 
cifo de ouro para fc dourar huraa 
bola, quantas planchas de chumbo 
fc tomarão para ciibrir huma cúpu- 
la, &c 

LXL 

Seja X (Fig. 8.) a esfera 3 da qual 
fe queira medir a fuperficie, he evi- 
dente que fe pode confidcrar efíc fó- 
lido como produzido pela revolução 
de hum femicireulo AMB, (Fig. 8.) 
ao redor do feu diâmetro AB. 

Sup-; 
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DE GEOMETRIA. P. IV. 203 
Snpponhamos primeiramente que EST. XIII. 

em lugar da iemicircumferencia te- 
nhamos hum polygono regular de 
hum infinito numero de pequenos la- 
dos ; ou, fc quizermos, de hum gran- 
diífimo numero de lados, e propo- 
nham o-n os fomente de medir a íuper- 
ficic Z (Fig. 9.) formada pela revolu- 
ção deftc polygono. Depois fera fácil 
o paffar da medição defta fuperficie á 
medição da fuperficie da esfera , affim 
como paffamos da medição das figu- 
ras rc&ilincas á medição do circulo. 

LXII. 

Para fe medir a fuperficie do fó- 
lido Z, examinemos a pequena par- 
te deita fuperficie, que hum íb lado 
produz, qualquer, M m do polygono 
inferipto, em quanto efte faz huma 
revolução á roda do diâmetro AB. He 
evidente que o lado Miw (Eftampa EST. XIV, 
XIV. Fig. I.) defereve ncífcc movi- 
mento hmna fuperficie de pyramidc 

P có- 
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ao4        ELEMENTOS 

EST. xiv. cónica troncada V. Porque produ- 
zindo-fe a re&a M m ate que cila 
encontre cm T o diâmetro, ou exo 
da revolução AB, fe cita rccla TM 
m gyrar ao mefmo tempo com o fe- 
micirculo AMB, defereverá vifivcl- 
menre humapyramidc cónica re£ta, 
da qual fera vértice T, c a bafe o 
circulo deícripto pelo ponto m9 de 
forte que a fuperficie V formada pelo 
movimento de M m ferá huma porção 
da fuperficie deita pyramidc cónica, 
comprehendida entre os planos dos 
círculos, que os pontos Mfcm def- 
crevem , fazendo o feu gyro. Mas 
como temos vifto (Artigo LIX.), a 
fuperficie V hc igual a hum rectân- 
gulo, de que M/« hc a altura, c a 
bafe huma linha igual á circumíe- 
renciaKLO deferipta pelo ponto K, 
meio deM/7/. Logo a fuperficie for- 
mada pela revolução do polygono 
he igual á fomma de tantos rectân- 
gulos defta natureza, quantos lados 
cite polygono tiver, taes comoM/w, 

Ora 

^^m 
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DE GEOMETRIA. P. IV. ao? 
Ora como todos os lados M m, EST. XIV. 

alturas deites rectângulos , fe fup- 
poem ferem iguacs, íc poderá con- 
íidcrar fcr a fnperficie que fc procura 
como hum rectângulo total, que te- 
rá a altura M m , com huma bafe 
igual d fomma de todas as circum- 
ferencias 7 tacs como KL, iíto hc, 
deferiptas pelo ponto do meio de 
cada pequeno lado. 

Porém o polygono inferípto no 
fcmicirculoÂMB, tendo hum gran- 
dillímo numero de lados, a peque- 
nez da altura M;» , e a exceffiva 
grandeza da bafe fariam que cite 
rectângulo foíFe inconítructivcL 

Para fe remediar cite inconve- 
niente , he muito fácil de idear o 
reduzir todos cites pequenos rectân- 
gulos em outros, que tenham fem- 
pre huma mcfma altura , não imper- 
ceptível como Mm , mas baítante- 
mente grande, para que cada huma 
das bafes venha afer muito mais pe- 
quena j c mediante iíto, a addição de 

P ii to- 
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póem ferern íguaes, íc poderá con- 
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mente grande, para que cada huma 
das bafes venha a fer muito mais pe- 
quena 3 c mediante ifto, a addiçao de 
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2o6        ELEMENTOS 

EST. xiv. todas as pequenas bafes., não faraó 
mais do que hum comprimento com- 
parável com a altura. 

LXIIL 

Vejamos pois fc pode ria mos mu- 
dar defte modo os nofíbs pequenos 
refrangidos. Supponhamos, porfim- 
plificar o problema ,  que os nofíbs 
refrangidos cm lugar de terem por 
bafes linhas iguaes ás circnmfcrencias 
KL, (Fig. i. e 2.) não tenham por bafes 
fenao os rádios Kl das mefmas eircum- 
ferencias. Depois náonosfcrádifficil 
de applicar aos refrangidos verdadei- 
ros , o que tivermos achado  neltcs 
nltimos refrangidos fnppoltos. 

Logo hc neccífario achar hum re- 
frangido j que tenha por medida o 
produfro de M m por Kl, mas que 
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DE GEOMETRIA. P. IV. 207 
Aí;;/. Façamos cfcolha , por exem- EST. XIV. 
pio, da rc&aCK, que he o apothe- 
ma do polygono de que M m he 
lado , e por confcqucncia hc fem- 
pre a mcfma a qualquer lado do 
polygono a que cila pertença. De- 
vemos pois procurar huma linha , 
cujo prodnfto porCK feja igual ao 
produeto de Kl por Mm; ifio hc, 
(Part. II. Are. VIL) que he neccíla- 
rio achar a quarta proporcional ás 
tres linhas KC, Kl, Mm. Ora nos 
fabemos que por meio dos triângu- 
los femelhantes he que fc acham as 
linhas proporcionaes nas figuras; he 
pois ncccííario formar triângulos fe- 
melhantes , cujos lados homólogos 
iejam as linhas de que fc trata ; o 
que fe fará , abaixando MR , per- 
pendicular a tnp. Então teremos os 
triângulos M m R , KtC, que fc- 
rao femelhantes \ porque cada hum 
delícs ferá rectângulo, hum cm R, 
c o outro cm I ; c demais , cllcs 
terão os ângulos 7?*MR,IK.C iguaes 

cu- 
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no8 ELEMENTOS 

EST. xiv. entre 11 , porque o primeiro junta- 
mente com o angulo M»JR, igual 
ao angulo MKI, faz hum angulo re- 
cto; c o fegundo IKC faz também 
hum angulo recto juntamente com 
MKI. 

Do que facilmente fe pode con- 
cluir y que KC hc para Kl, como 
Mm he para MR ; iífco hc , que 
MR hc a quarta proporcional pro- 
curada; ou, que vem a fer o mef- 
mo, que o rectângulo de KC por 
MR , ou por P^>, hc igual ao re- 
ctângulo de Mm por KL 

Porém como o rectângulo, que 
pertendiamos mudar, não hc aqnclle 
de Mm por Kl, mas íim o de M /// 
pela circumfcrencia, da qual hc ra- 
dio Kl, aqui nos lembraremos que 
as circumfercncias são entre li, co- 
mo o são os feus rádios; e que por 
confequencia , fendo iguacs os re- 
ctângulos de M m por li I, c o de P p 
porCK, o devem fer também osre- 
âangulos de M m pela circumferen- 
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DE GEOMETRIA. P. IV. ^9 
cia de Kl, c o de P; pela circumfe- EST. XIV. 
fencia deCK; porque facilmente fe 
vc , que fe dous rectângulos são 
[emaes , e confervando-lhes as fuás 
alturas fe lhes augmentam propor- 
cionalmente as fuás bafes, eftes re- 
clangnlos ficarão fempre iguacs. 

LXIV. 

Tcndo-fc demonftrado nos dous 
Artigos precedentes , que todas as 
pequenas fuperficies cónicas  tranca- 
das, taes como V (Fig. i. c a.) são 
iguacs a outros tantos rectângulos, 
que tiverem todos por altura mima 
meíma rc&a igual á circumferencia, 
da qual feja radio KC; c cada hum 
dos quacs tenha por bale huma pe- 
quena refta P p correfpondcntc  a 
cada lado Um, fe pode difto dedu- 
zir , que huma fomma, qualquer, 
deftas pequenas  fuperficies tomada 
defdc A até^ , por exemplo, fera' 
imial a hum rcéfongulo , que tiver 

por 
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aio       ELEMENTOS 

EST. xiv. por altura lnima recta igual á cir- 
cumfcrcncia de CK , c por bafe a 
íbmma de todas as linhas tacs, co- 
mo P p j tomadas dcfdc A ate p, 
ifto lie, a recta A p. 

Logo para fc ter a fuperficie to- 
tal produzida pela revolução do po- 
lygono inteiro , fera precifo fazer 
hum rectângulo, a bafe do qual feja 
igual á circumfercncia deferipta pe- 
lo radio CK, c que tenha huma al- 
tura igual ao diâmetro AB. 

LXV. 

Agora hc muito fácil de medir 
a íuperficie da esfera; porque hc cer- 
to que quantos mais lados tiver o. 
polvgono , tanto mais o fólido for- 
mado pela faa revolução fc avizi- 
nhara a fer igual á esfera , c tam- 

A íuperficie bem o apothema  CK fe appropin- 
da esfera / i r * Vi temporme- quara mais a ler igual ao radio, de 
ctida o Pro-fortc  qlic podendo-fc imaginar que 

> do feu .     * x   r t T       • i x. <3ucto 
diâmetro,    o polygono fc tenha reduzido a cir- 

cu- 
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cílio", o apothema CK fera o mcfino «*£• 
radio , c a fupcrficic cia csiera tcra ferCncia do 
a mefma extensão , que tiver hum '™'° 
rc&angulo , cuja altura fera o diâ- 
metro , c a bafe hnma linha igual á 
circumfcrcncia do circulo, de donde 
fc formou , que ordinariamente fc 
chama o circulo máximo da esfera. 

LXVL 

Ouanto áíiiperficic curva de hum Que «mi* 
^- , f * T TT VTf\ .   /''Cry   feJa hum fe- fegincnto de esfera AMLNU, (rig. pltento de 

3.) ifto hc, da parte de esfera, que «fera. 
delia  fc díminuc ,  quando fc corta 
por hum plano MLNO, perpendi- 
cular ao diâmetro, cita tem por me- Jj^jJ»^ 
dida oproduclo da fna groííura, ou |^J^lc"

1 

. flcxaAP pela circumfcrcncia do cir- 
' culo máximo AMBN. A razão difto 

hc  a rncfma , com a qual fc  pro- 
vou (Arr. LX1V.) que a fomma das . 
fnpcrficics de todas as pequenas py- 
ramides cónicas troncadas, compre- 
hendidas dcfdc A ate m9 (Fig. 2.) 
he igual ao rectângulo, cuja altura   • 

he 
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212,        ELEMENTOS 

EST. xiv- hc A p, c a bafe huma linlía igual 
á circumferencia , de que hc radio 
CK. 

LXVIL 

A precedente medição da fuper- 
£cíe da esfera noseníina, que fazen- 
do-fe dar huma volta ao redlangulo 
ABDE, (Fig. 4.) e ao mefmo tempo 
ao fcmicirculo AMNB á roda de AB y 
a fupcrfick curva do cvlindro reíto 
EFGIKDH formada pela revolução 
d cite redlangulo , fera igual ãquel- 
la da esfera deferipta pelo fcmicir- 
culo; o que ordinariamente fe expri- 
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do cylindro, nafcidas do movímen- EST. XIV. 
to da rccla OS, c do arco MN, fe- 
riam iguacs cm fuperficie. 

LXIX. 

Também do que fica dito fc vê A fuperficie 
r f.   .       \ r 1 1 cia extera he que a fuperficie da esíera  nc igual igual a qua. 

á área  do feu cireulo máximo qua- tro vezes 
tro vezes; porque a íupcrncie deite fcu circui0 
circulo máximo tem por medida o «»*>»«>• 
produclo de a metade do radio, ou 
do quarto do diâmetro pela circum- 
ferencia, c a fuperficie da esfera hc 
igual ao produclo do diâmetro todo 
pela mcfma circumfcrencia. 

LXX. 

Tcndo-fc achado a medida da 
fuperficie da esfera , he muito fácil 
o medir a fua folidez ; porque pó- 
dc-fe coníiderar a esfera como hum 
ajuntamento de liuma infinidade de 
pequenas pyramidcs , os vértices das 
quacs eílejam no centro delia, c as 

fuás 

5» 
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214 ELEMENTOS 

ESI*. xiv. fuás bafes cubram toda a fuperfícic. 
Ora cada huma deitas pyramides ten- 
do por medida o produção do terço 
da fua altura, ifto he do radio, pela 

A foiídez da fua bafe, a íomma total delias, ou 
esfera he o    ç0y^C7j da esfera, fe medirá, mui- 
produeto do <. !• t     i 
terço dofeu tiplieando o terço do radio peia lua 
"uíraPve- fupcrficic, ifto he por quatro vezes 
2es a Área   a área do circulo máximo. 
do círculo 
máximo. LXXI. 

Como o produ&o do terço do 
radio , por quatro vezes o circulo 
máximo , hc a mcfma coufa que o 
produ&o de quatro vezes o terço do 
radio , ifto he dos dous terços do 
diâmetro pelo máximo circulo, c que 
a folidez do cylindro EFGÍKDH 
tem por medida o produeto do diâ- 
metro pelo mcfmo circulo máximo, 

Aroiidczda que lhe ferve de bafe, fegue-fe que 
esfen he os a f0]idez da esfera he os dous ter- 
doui terços , 1t , 1*1 •          
dadocyiin-ços   daquclla   do   cylindro   circum- 
sP;r

n" fcripto. 
Se 
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LXXIL , ^  ,T EST. XIV. 

Se nos propuzermos o medir a M«HJA da 
folidez de hum fegmento de esfera fo,id« de 

AMLNO, (Fig. 3.) hc evidente que mento ue 
feria   precifo medir  primeiramente esfera' 
a porção da esfera formada pela re- 
volução do fcclor CAM ; o que fe 
faria, multiplicando o terço do ra- 
dio pela fuperficic do fegmento de 
esfera propollo AMLNO: depois fc 
diminuiria delia medida aquella da 
pyramide cónica formada pela revo- 
lução do triangulo CPM, iilo hc, a 
pyramide cónica , que tem por ba- 
fe o circulo JV1LNO, c CP por al- 
tura , e o refto feria o valor pedido 
do fegmento. 

LXXIIL 

Daremos fim a cites Elementos 
com algumas Propofiçóes fobre a fo- 
lidez , c a fnperficie dos corpos fc- 
melhantes. Elias Propoíiçtíes feapre- 
fentam naturalmente, fazendo-fe re- 

fle- 

■ 
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2IÓ ELEMENTOS 

EST. xiv. flexão fobre o que conflitue a fcmc- 
lhança de dons corpos. Até fc pode 
dizer, que fe não pôde abfolutamcntc 
deixar de as defeubrir por analogia, 
fc nos lembrarmos do que diíTcmos 
(Part. I. Art. XXXIV. c feguint.) 
da fcmclhança das figuras planas, 
ifto hc daquellas, que são deícriptas 
fobre planos. 

No Artigo XXXII. temos deter- 
minado cm que coníiftc a fcmclhança 
de duas pyramides, a definição, que 
então demos das pyramides feme- 
Ihantcs, fe pódc cílender a todos os 
corpos terminados por planos, ifto 
hc, que dous corpos defta natureza 

Em que    fc chamam feraelhantes, fe todos os 
SSS4*anÇ"Ios fonnados pelos lados do pri- 
íious corpos meiro são os me imos ,  que são os 

ângulos formados .pelos lados do fe- 
cundo , e fc os lados de hum deites 
corpos  são proporciona es aos. lados 
homólogos do outro. 

por planos. 

Quan- 
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LXXIV. 

Quanto aos corpos, que não são EST. XIV. 
terminados cm todas as fnas partes 
por planos, por exemplo, es cylin- 
dros, c as pyramidcs cónicas, tam- 
bém hc fácil de determinar as con- 
dições nccefíarias para ferem feme- 
lhantcs. 

Dous cylindros reclos ferão fc- condões, 
melhantes, fc as fnas alturas eftivc- ^am^a fe- 
rem na mefma razão dos rádios das meifcairçade 
r .    r Uous  cylm- 
ÍUaS  ualeS. dros redos. 

LXXV. 

Sc os cylindros forem oblíquos, A de dous 
fera de mais necclTario que as linhas, ^J^™.* 
que fe unem aos centros dos dous cír- 
culos em cada hum deftes cylindros, 
façam  os mefmos ângulos fobre os 
planos das fuás bafes. 

LXXVI. 

As mefmas definições fe podem A d« **" 
appucar as pyramidcs cónicas, pon- cónicas. 

do 
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EST. xiv. do em lugar das linhas, que paíTam 
pelos centros das duas bafes do cy- 
lindro, aquclla, que vai do vértice 
da pyramidc cónica ao centro do 
circulo, que lhe ferve de bafe. 

LXXVIL 

Para que duas pyramidcs cóni- 
cas rroncadas fejam femelhantes, hc 
precifo em primeiro lugar que as 
pyramidcs cónicas, de que cilas são 
porções, fejam mima a outra feme- 
lhantes ; e cm fegundo lugar, que 
as fuás alturas eftejam entre fi como 
os rádios das fuás bafes. 

A  de duas 
pyramidcs 
cónicas 
troncadas. 

As esferas, 
os cubos, e 
todas as fi- 
guras , que 
115o depen- 
dem fenão 
de li uma fó 
linha, são 
todas feme- 
lhantes. 

Lxxvnr. 
A refpcito das esferas , muito 

bem fc vc que ellas são todas feme- 
lhantes Immas ás outras, como tam- 
bém o são todas as figuras , fejam 
fólidos , ou fejam planos, que não 
ncecílitam mais do que hum a fó li- 
nha para ferem determinadas, como 
o circulo, o quadrado, o triangulo 

cqui- 
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equilátero, o cubo, o cylindro cir- EST. VIV. 
cumfcripto á esfera, &c. 

LXXIX. 

Em geral fc poderá  dizer das *"«] gerai o» 
figuras íolidas femelhantes, como fc ^i^xtX 
diíTc das figuras planas , que cilas »5° diffe- 
nao diíierem ícnao pelos petípcs, por pe1os peti. 
onde são conílruidas. rés,_roro^ 

tn        r/ c r    dc  s;l° cou< 

Ifto fomente que ic tem expot- amidos» 
to, bem confiderado, conduz a duas 
propoíiçocsfundamentacs fobre a fu- 
perficie, c fobre a folidez dos cor* 
pos femelhantes» 

LXXX. 

A primeira  propoíiçao  cnílna > 
que as íiípcrficics de dons corpos fe- A* luperfí^ 

11 -/ r * cies Jos folt* melhantes sao entre li como os qua- áos femei 
drados dos feus lados homólogos; íballtef siu> 

, 1 r entre (i, co- que ha , por exemplo , a mcíma ra~ ,„0 0s qua. 
'lio entre asfuperficies das duas py-^dRldos dos 

laimdcs icmelhantcs s, e Z, (.rig. homólogos, 
5. c 6.) como entre os quadrados 
ah cd?ÀBCD j feitos fobre os lados 

o.        «*, 
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32o        ELEMENTOS 

EST. xiv. aby AB, que fe eorrefpondem ne£ 
tas duas pyramidcs. 

Para fe demonítrar efta propofi- 
çao , não fc neceílita mais do que 
dos difeurfos , que fizemos na 1. Par- 
te Art.XLIII. eXLIV. ifto he, que 
bafta fomente eonfiderar que fePhe 
o petipé da pyramide Z, e p o pe- 
tipé da pyramide femelhante s, as 
linhas , de que fc ufar para fe me- 
dir a fuperfieieZ, c a do quadrado 
ABCD, terão o mefmo numero de 
P, eomo haverá' de partes p naquel- 
las , de  que  fc ufar para medir a 
fuperficie z>, e a do quadrado abe d. 

Porque difto fe feguc, queopro- 
duclo das linhas , que entrarem na 
medida de Z, c de ABCD, dará o 
mefmo numero de quadrados X fei- 
tos por P, eomo o produclo das li- 
nhas , de que fe ufar. para medir z; 
eab cdy dará de quadrados x feitos 
por p.   Ifto he , que os números, 
que exprimirem a proporção da fu- 
perficie da pyramide Z para o qua- 

dra- 
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dradoABCD, fcrao os mcfmos que EST. XIV. 
os que exprimirão a proporção da 
fuperficie z> para o quadrado abe d» 

O mefmo difeurfo fc faria na 
comparação de todos os mais corpos 
femelhantes , feja que cites corpos 
fofícm terminados por planos , ou 
que cllcs foliem terminados por fu- 
perficies curvas ; porque as linhas, 
que ferviíTem para fe medirem as 
fnpcrficies de todos eífces corpos, te- 
riam fempre o mcímo numero de 
partes dos feus pecipes, e por con- 
Icquencia os produclos deitas linhas 
jonterião hummcfino numero de ve- 
zes os quadrados d cilas mcfmas par- 
tes. 

E fe as linhas ncccíTarias para 
fc medirem as fuperfkies dos cor- 
pos femelhantes foílcm incommenfu- 
raveis ? hc evidente que a demonf- 
traçao fempre fubíiftiria, com tanto 
que niíto fc ufaílc dos princípios, 
de que nos fervimos (Part. II. Art. 
XXVIII.) para comparar as figuras 

Qji fc- 
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Z2Z ELEMENTOS' 

EST. xiv. femelhantes, cujos lados erão íncom- 
menfuraveis. 

LXXXL 
As fuperfi- Da mcfma forte fe provaria que 
cies das es- r «  . . /* -* 
feras são en-as iupcríicies  das esferas  sao encre 
irefi, como fj ?   como são os quadrados dos ra- 
dos dos ra- dios  delias.    Porém para  de outro 
aos delias.  modo  o vermos   mais claramente , 

bailara' lembrar-nos que  as  fuperfi- 
cies dos círculos sao entre íí, como 
os quadrados dos feus rádios ? (Part. 
III. Art. VI.)  e   que  as  fuperficies 
das esferas sao quadruplas dos feus 
círculos máximos. (Art. LXIX.) 

LXXXIL 

A proporcionalidade entre as fu- 
perficies dos corpos femelhantes , c 
os quadrados dos feus lados homó- 
logos , he tão geral, que cila fe ap- 
plica tanto aos corpos, que fc fabem 
medir, como áquclles, cuja medição 
ainda não hc conhecida. 

Sem fe faber medir ? por exem-* 
pio, 
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DE GEOMETRIA. P. IV. iif 
pio , a fuperficie de hum cyíindro EST. XIV. 
obliquo, fepódc affirmar que as fu- 
pcrficies de dons cylindros oblíquos 
femclhantes são entre ÍI , como os 
quadrados dos diâmetros das bafes 
deites cylindros. Porque inferevendo 
neítes dous cylindros dous prifmas 
femelhantes de quantas faces fe qui- 
zer, feverá pelo que fica dito, que 
asfuperficies deites prifmas eftão en- 
tre fí, como os quadrados dos dia- ^ 
metros das bafes. Logo os mcfmos 
cylindros, confiderados como os ul- 
prifmas inferiptos, terão as fuás fu- 
perficies na mcfma razão, 

LXXXIII. 

A propofição fundamental  para os foMos r        ^       i      r fj J remelhaiitet a comparação da loliclcz cios corpos $á0 entre fi, 
femelhantes hc a feguinte. ^r^Veus 

Os fólidos femelhantes cítão cn- lados homo- 
tre fí, como os cubos dos feus iados los°s- 
homólogos. 

Póde-fc demonítrar cita prppofi- 
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224        ELEMENTOS 

EST. xiv. ção como a precedente, confiderando 
que as figuras femelhantes não dif- 
ferem fenao pelos petipés, por onde 
ellas fe conílruem. 

Para o moftrar o mais fim pie f- 
mente que nos he poffivcl, nos fer- 
viremos, por exemplo, de dons prif- 
mas femelhantes Z, e s, (Fig. 7. 
e 8.) e de dons cubos X, c x, cu- 
jos lados são iguaes a AB, ab, li- 
nhas análogas neíles dons prifmas; 
c demais tomaremos dons petipes 
AB , ab, divididos em hum gran- 
diílímo numero de partes , para fe 
poderem medir as dimensões defícs 
íblidos. Ora ifto ftippofto, claro ef- 
tá que igualmente fe acharão tantos 
cubos feitos pelas partes de ab no 
prifma s,eno cubo x7 quantos fe 
acharem feitos pelas partes de AB 
no prifma Z, cno cubo X. 

Para todos os mais fólidos fe 
faria o mefmo difeurfo; e aqtielles, 
que tiveíTem dimensões incommen- 
ftiráveis y citariam também na mef- 

ma 
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DE GEOMETRIA. P. IV. *i? 
ma razão , em que eftão  os cubos EST. xiv. 
dos feus lados homólogos. 

LXXXIV. 

Os folidos das esferas , por ex- A» «fetai 
. . . * r     sao entre fi, emplo,  sao evidentemente entre li, como oscu. 

como os cubos dos rádios delias.      |™ *S£ 

F I M. 
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polygono regular, M- 
O apothêma he a perpendicular a- 
baixada do centro da figura fohre 
hum dos feus lados. Ibid. 

XXIII. Triangulo equilátero he a- 
quelle , que tem os três lados 
igitaes. 2Í* 
Modo de deferever o triangulo equi- 
látero. IbiJ- 

XXVI. Tendo-fe reconhecido os três 
lados de hum triangulo, fazer ou- 
tro , que lhefeja igual. 2,8. 

XXVII. Hum angulo he a inclinação 
de huma linha fohre outra.       30. 

XXVIIL Modo de fazer hum angu- 
lo igual a outro. Ibid. 
Dados dons lados, e o angulo com- 
preheudido y eftá o triangulo deter- 
minado. 3r* 

XXIX. Segunda maneira de fazer 
hum angulo igual a outro. 32, 
A corda de hum arco de circulo 
he a reEla y quefe termina nas duas 
extremidades do arco. Ibid. 

XXX. Dons ângulos 5 e htm lado de- 
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XLV. Propriedades das figuras fe- 
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ao que formam a fegtinda , e a ter* 
cetra. 8 5'. 

IX. Qttatro quantidades, das qv.aes 
a primeira he para afegunda, co- 
mo a terceira para a quarta , fe 
diz qiiecjlao em proporção ? ou que 
formam huma proporção. 8 5'. 

X. Dos quatro termos de huma pro- 
porção , o primeiro * e o quarto fe 
chamam termos extremos , e mé- 
dios ofegundo, e o terceiro.     86» 

XI. Em huma proporção 5 o produBo 
dos extremos he igual ao proâuão 
dos médios. Ibid. 

XII. Se o produíio dos extremos he 
igual ao produtio dos médios , os 
quatro termos formam huma pro- 
porção. 87. 

XIII. Dijlo fe tira a regra de três, 
Ibid. 

Ou a maneira âe achar o quarto 
termo de huma proporção, da qttal 
fejam dados os três primeiros. 88. 

XVI. Fazer hum quadrado duplo de 
vutro. ?i« 
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de outro, quando elk o contém va- 
rias vezes cxaãamentc. 101. 
O lado de hum quadrado, e a fita 
diagonal são hicommeufiiraveis. 102. 

XXV. Outras linhas incommenfiira- 
veis. Ibid. 

XXVII. Os triângulos 7 e as figuras 
femelhantes tem os feus lados pro- 
porcionaes, ainda quando efies la- 
dos são incommenfuraveis.       106. 

XXVIII. Efiasfiguras sãofempre en- 
tre fi, como os quadrados dos fieus 
lados homólogos. Ibid. 

PARTE TERCEIRA 

Da medição das Figuras circulares, 
c das ih as propriedades. 

I. A Medida do circulo he o pro- 
tSjLâutto da fita circumfercncia 
por a metade dofeu radio. 112. 

II. A área do circulo he igual a hum 
triangulo,   que tem por altura o 
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radio, e por bafe huma recta igual 
d circumferencia. Ibid. 

IV. Tendo o diâmetro 7 partes, a cir- 
cumferencia tem perto de 22. £13. 

V. As circumferencia dos circulos sito 
entre Ji, como os feus rádios. 114. 

VI. As áreas dos circulos são pro- 
por cionaes aos quadrados dos feus 
rádios, IIJ*. 

VIL De três circulos, a que fervi- 
rem de rádios os três lados de hum 
triangulo rectângulo , aquelle de 
que for radio a hypothenufa, vale- 
rá tanto y como os outros dous. 116. 

VIÍL Huma coroa he o efpaço com- 
prehcndido entre dous circulos con- 
cêntricos. 117. 
Para fie ter a medida de huma co- 
roa , henecejfario multiplicar afia 
grojfura pela ciremnferencia media. 

115». 
IX. Ofcgmento de eirado he hum ef 

paço terminado por hum arco , c 
pela fita corda» 120, 
A medida de todas as figuras cir- 

cu- 
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mento. It>id. 

X. O fector be buma porção de circu- 
lo terminada por dons rádios, epclo 
arco, que ellcs comprchendem. 121. 
A fita medida be a dofegmento. Ibid. 

XI. Achar o centro de bum arco de 
qualquer circulo. Ibid. 

XIII. Sc de qualquer ponto da cir- 
cumferencia de bum femicirculo fé 
tirarem duas rectas ás extremida- 
des do diâmetro, fc terá bum an- 
gulo recto. 124. 

XV. Todos os ângulos , que tem os 
fins vértices na circunferência, e 
que ajfentão fobre o mofino arco, 
são iguaes y e tom por medida com- 
mua a metade do arco, cm que fi 
ajftntão. 12 8. 

XVIII. A tangente ao circulo be bu- 
ma linha ? que fomente o toca cm 
bum fé ponto, 13T* 
O angulo dofegmento he aquellc, 
que he feito pela corda , e pela 
tangente. .    132* 
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diâmetro, que pajfa pelo ponto, em 
que ella toca na circumferencia. 133. 

XXL Qtte coufa Jeja hum fegmento 
capaz de hum angulo dado. 135'» 
Maneira de fazer hum Jègmento 
capaz de hum angulo dado.   Ibid. 

XXII. Achar a dijlancia de hum lu- 
gar a outros três, dos quaes fc fa- 
bem as pofiçoes. 13 6* 

XXIII. Se duas cordas fe cortarem 
em hum circulo ? o rectângulo das 
partes de huma he igual ao rectân- 
gulo das partes da outra.       140. 

XXIV. O quadrado de huma perpen- 
dicular qualquer ao diâmetro de 
hum circulo y he igual ao rectângu- 
lo das duas partes do diâmetro. Ih. 

XXV. Reduzir hum rectângulo a hum 
quadrado. 141. 

XXVI. Qiie coufa feja huma media 
proporcional entre duas linhas re- 
ctas, 142. 

Ma- 
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Maneira de a achar. Ibid. 
XXVII. Outro modo. 143. 
XXVIII. Reduzir buma figura re- 

ctilínea a hum quadrado.        144. 
XXX. Fazer hum quadrado, que fe- 

ja para outro em razão dada. 14). 
XXXI. Fazer bum polygono, que ef 

teja em razão dada com outro po- 
lygono Jèmc Ih ante, 146. 

XXXI í. Fazer hum circulo , que feja 
para outro' circulo em razão dada. 

147; 
XXXIÍI. Se de hum ponto tomado fo- 

ra do circulo fe tiram duas linhas , 
que o atravejfem , os rectângulos 
delias duas rectas feitos pelas fiias 
partes exteriores, fsrao iguaes.  Ib. 

XXXIV. O quadrado da tangente he 
igual ao rectângulo da fecante pe- 
la fua parte exterior. 149. 

XXXV. Tirar huma tangente ao cir- 
culo de hum ponto dado fora dclle. 

Ibid. 
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PARTE QUARTA 

Da maneira de medir os fólidos, e 
as fuás íupcrficies. 

I. y^\ Cubo he hum folião terminado 
Vx por féis quadrados. Efta he 
a medida commtta dos falidos. 153. 

II. O parallelipipedo he hum foi ido 
terminado por féis rectângulos. 1 $4. 
Planosparallelos são aquelles, que 
confervam fempre entre fi a mefma 
àijlanáa. Ibid. 

III. Medição do parallelepipedo. 155. 
IV. Osparallelepipeâos são produzi- 

dos por hum rectângulo, quefe mo- 
'veparallelamente afi mefmo.    1Ç7. 

V. Alinha perpendicular a htm pla- 
no he aquella, que não pende pa- 
ra alguma parte dejle plano. Ibid. 
O mefmo he de hum plano perpen- 
dicular a outro plano. Ibid, 

VI. A linha y que he perpendicular a 
hum plano, he perpendicular a to* 

das 
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das as linhas defte plano, que par- 
tem do ponto 3 cm que ejla linha 
cahe. 158. 

VIII. Prática fnnples para levantar 3 
ou abaixar per penai cul ar es aos pla- 
nos. 160. 

IX. Hurna linha fera perpendicular a 
hum plano 3 fe cila for perpendicu- 
lar a duas linhas dejle plano, que 
partem do ponto y em que ella ca- 
he. Ibid. 

X. Maneira de levantar hum plano 
perpendicular a outro. 161. 

XI. Para fe pôr hum plano para lielo 
a outro. 162. 

XII. Medir a inclinação de hum pla- 
no fobre outro. 1Ó3. 

XIII. Medir a inclinação, que huma 
linha tem, fobre hum plano. Ibid. 

XIV. Nova maneira de abaixar hu- 
ma Unha perpendicular a hum pla- 
no dado. 1Ó4. 

XV. Segunda maneira de levantar hu- 
ma linha perpendicular a hum pla- 
no dado» .. 165-, 

XVI. 
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XVI. O prifma recto he huma figu- 
ra fétida 7 que tem por bafes àous 
polygonos iguaes y e as outras fa- 
ces rectangulares. Ibid. 

XVÍL Formação dos prifmas rectos. 
166. 

XIX. Dous prifmas, que tem as fuás 
bafes iguaes, etfam na mefma ra- 
zão das pias alturas. Ibid. 

XX. Dous prifmas, que tem a mef- 
ma altura y eUam na mefma razão 
das fuás bafes. 167. 

XXL A medida do prifma recto he 
oproducto da fia bafe pela fita al- 
tura. 16%. 

XXIL Os prifmas oblíquos dijferem 
dos prifmas rectos, em que as fa- 
ces dejles são compojlas de rectân- 
gulos ? e as daquelles de paralle- 
logramos. 165?. 

XXIII. Formação dos prifmas oblí- 
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XXIV". Os prifmas oblíquos são iguaes 
aos prifmas rectos , quando elles 
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As Eftampas XI. XII. XIII. XIV. 

depois da pag. 225. 

AVISO 
Vara fe fanarem as Eftampas nos feus 

refpectivos lugares, 

PARTE PRIMEIRA. 
As Eftampas L II. III. IV. V. VI. 

entre a pag. y6. e yy. 

PARTE SEGUNDA. 
A Eftampa VII. entre a pag. 108. 

e io<?. 

PARTE TERCEIRA. 
As Eftampas VIII. IX. X. entre a 

pag. 150. e 151. 
■1'  ' ' —    ■       ■"» 

PARTE QUARTA. 
As Eftampas XI. XII. XIII. XIV. 

depois da pag. 225. 
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